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1 Introduction 

1.1 Une description alternative 

En l'absence de lacets, la recherche d'une description alternative du groupe 
fondamental étale (défini dans [2] en termes de revêtements) est une question 
classique, motivée essentiellement par la volonté de déterminer algébriquement 
des groupes fondamentaux qui ne sont connus que par voie transcendante. 

L'étude systématique du lien entre revêtements de, disons, une variété algé- 
brique projective X, et certain fibrés sur X, commence avec Weil ([S])- Celui-ci 
montre qu'un revêtement galoisien non ramifié de surfaces de Riemann Y —y X 
permet d'associer à toute représentation V complexe du groupe de Galois G un 
fibré sur X : on descend le fibré trivial Y x V sur Y en E = Y x V/G. Weil 
remarque que cette opération est compatible avec le produit tensoriel, ce qui 
confère des propriétés remarquables aux fibrés associés : ils sont en particulier 
finis, au sens qu'il existe deux polynômes distincts /, g à coefficients entiers po- 
sitifs tels que f(E) ~ g(E). Il voit dans ces fibrés la généralisation des fibrés en 
droite de torsion, et commence à les caractériser. 

Ce travail trouve son aboutissement dans la formulation de Nori ((32]) : 
la catégorie des fibrés finis sur X est tannakienne, et le groupe de Tannaka 
associée est le groupe fondamental (profini) de X. Ceci a l'avantage d'être vérifié 
pour un schéma X propre, réduit, connexe, sur un corps algébriquement clos 
de caractéristique 0. En caractéristique p, le groupe de Tannaka de la catégorie 
des fibrés essentiellement finis (le schéma en groupe fondamental de Nori) se 
surjecte dans le groupe fondamental de X. Toutefois, comme le souligne Nori, 
cette description algébrique (les fibrés finis ne dépendant, en fait, que de la 
topologie de Zariski de X) du groupe fondamental n'a que peu d'utilité, puisque 
les fibrés finis de rang plus grand que 1 semblent très difficiles à construire ex 
nihilo (i.e. sans utiliser de revêtement). 

Partant du problème de la détermination algébrique du groupe fondamen- 
tal, l'étude des courbes ouvertes (par exemple la droite projective moins trois 
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points) apparaît plus abordable que celle des courbes complètes. En effet Nori 
montre dans [33] qu'il existe une équivalence de catégories tannakiennes entre 
la catégorie des représentations du groupe fondamental de la courbe ouverte et 
celles des fibrés paraboliques (au sens de Seshadri, [36]) finis. Il semble ardu, 
mais peut-être pas impossible, de construire algébriquement de tels fibrés. 

Cependant, Nori ne fait qu'esquisser une preuve de cette équivalence. Cet 
article répond au souci d'en donner une démonstration complète et indépen- 
dante, suffisamment générale pour être valable en toute dimension. Plus préci- 
sément, on définit, donné un schéma X propre, normal, connexe sur un corps 
k, et D = (Di) i( z] une famille de diviseurs irréductibles à croisements normaux 
simples sur X, la catégorie FPar(JT, D) (resp. EFPar(X, D)) des fibrés para- 
boliques (modérés) finis (resp. essentiellement finis), et notre résultat principal 
(théorème [TJ s'énonce : 

Théorème 1. Soit D — Ui^iDi, et x G X(k) un point rationnel, x D. 
(i) La paire (EFPar(X, D), x*) est une catégorie tannakienne. 

(ii) Si k est algébriquement clos de caractéristique 0, tout fibré parabolique 
essentiellement fini est fini, et le groupe de Tannaka de (FPar(X, D), x*) 
est canoniquement isomorphe au groupe fondamental tt\(X — D, x). 

Le premier point permet de proposer, en caractéristique positive, une défi- 
nition du schéma en groupe fondamental modéré tt d (X, x) comme groupe de 
Tannaka de la catégorie (EFPar(X, D), a;*). Ce schéma en groupe est un hybride 
du schéma en groupe fondamental de Nori ([32]) et du groupe fondamental mo- 
déré de Grothendieck-Murre ([21]). 

Un fait marquant est l'omniprésence de certains champs de Deligne-Mumford, 
les champs des racines, tout au long de cet article. Ils sont construits à partir 
de la paire (X, D) en ajoutant une structure d'orbifold le long des diviseurs, et 
sont en ce sens des "schémas tordus". Bien qu'il soient absents de l'énoncé de 
notre résultat principal, ils en sont absolument au coeur, leur présence éclairant 
d'un jour nouveau d'anciens problèmes. Par exemple le curieux produit dans la 
catégorie galoisienne des revêtements modérés de [21J s'avère être un produit 
fibré usuel sur un tel champ des racinefl- 

Pour conclure, on propose une méthode de construction des fibrés (parabo- 
liques) finis, inspirée de la méthode des petits groupes de Wigner et Mackey en 
théorie des représentations. 

1.2 Organisation de l'article 

Dans la partie [21 on définit les fibrés paraboliques sur un schéma X le long 
d'une famille régulière de diviseurs D = (Di)i^i, à poids rationnels à dénomi- 
nateurs dans une famille d'entiers fixée r = (ri)i e i. Ceci se fait en deux temps : 
on définit d'abord ( partie 12". 1.1)1 les faisceaux paraboliques, puis (partie 123)1 la 
notion de liberté locale pour un tel faisceau. On montre le caractère récursif 

1 voir lemmeHïn (ii) 
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de cette condition (proposition [T]) , qui se simplifie considérablement lorsque la 
famille est à croisements normaux simples (proposition [2]) . On rappelle ensuite 
(partie l2~.4.ip la notion de champ des racines associé à la donnée de X, D, et 
r, et la partie se poursuit par le théorème [2] qui identifie les fibrés paraboliques 
aux fibrés usuels sur le champ des racines. 

Les deux parties suivantes sont de nature plus technique. 

Le résultat essentiel de la partie [3] est la proposition qui donne une inter- 
prétation du groupe fondamental modéré comme limite projective de groupes 
fondamentaux de champs des racines. C'est une conséquence à peu près immé- 
diate du lemme d'Abhyankar. 

La partie [4] étudie le lien entre groupe fondamental d'un champ de Deligne- 
Mumford convenable et fibrés finis. Ce lien s'exprime par une équivalence de 
catégories tannakiennes entre systèmes locaux /c-vectoriels de rang fini sur le 
champ et fibrés finis donné par un foncteur "à la Riemann-Hilbert", voir le 
corollaireO Le point crucial (théorème[6]) est le fait que les fibrés essentiellement 
finis sur les champs des racines (et un peu plus généralement sur des schémas 
tordus) propres et réduits sur un corps forment une catégorie tannakienne. 

La partie suivante (partie HJ est une partie de synthèse où l'on assemble les 
différents éléments pour aboutir au théorème [U 

Enfin la dernière partie (partie[6|) est consacrée à l'application du théorèmeQ] 
au calcul explicite de fibrés paraboliques finis de groupe d'holonomie résoluble. 

1.3 Origines et liens avec des travaux existants 

La définition des fibrés paraboliques par rapport à une famille régulière de 
diviseurs D dans la partie [2] est inspirée de celle de Maruyama-Yokogawa [28] . 
Une différence importante avec ces auteurs est l'emploi d'indices multiples (mo- 
ralement, autant d'indices que de composantes irréductibles régulières de D) ce 
qui mène naturellement à la définition [H essentiellement équivalente à celle em- 
ployée par Iyer et Simpson, voir [23]. Ceci complique singulièrement la condition 
de liberté locale pour un faisceau parabolique : la définition |4] en termes d'ho- 
mologie de complexes associés à des facettes est entièrement originale et semble 
apporter un éclairage nouveau sur la notion de fibré parabolique "localement 
abélien" employée dans [23] (voir la remarque [3]) . 

Les champs des racines ont été introduits par Vistoli ([5]) et Cadman f|14|). 
L'identification des fibrés paraboliques avec les fibrés sur les champs des racines 
a été initiée dans [ÎÔ] dans la situation à indice unique, sa généralisation à la 
situation présente ne pose pas de problème particulier. On peut trouver certains 
précurseurs de ce résultat, en particulier dans le travail de Biswas ([§], [8]), mais 
ces auteurs n'employant que des fibrés paraboliques à indice unique, ces résultats 
ne nous semblent corrects que dans le cas d'un diviseur régulier. 

La preuve donnée du théorème de Nori parabolique (théorème [7]) est complè- 
tement indépendante de la preuve de Nori en dimension 1 (Nori n'utilisant pas 
la définition de Seshadri des fibrés paraboliques), mais, grâce à l'utilisation des 
champs des racines, suit d'assez près la démonstration de la version classique 
(non parabolique) du théorème : en particulier la démonstration que les fibrés 
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essentiellement finis sur un "schéma tordu" forment une catégorie tannakienne 
(théorème [6j est une adaptation directe de la preuve que Nori donne pour un 
schéma usuel. Toutefois, l'emploi d'un foncteur de type Riemann-Hilbert (voir 
§4.4)1 pour faire le lien entre système locaux et fibrés finis, bien que naturelle, 
semble nouvelle dans ce contexte. Les travaux de Grothendieck-Murre ([S]) sur 
le groupe fondamental modéré, ainsi que ceux de Noohi ([31J) et Zoonekynd 
(|43|) sur le groupe fondamental des champs de Deligne-Mumford, sont d'autres 
ingrédients importants de la preuve. 

Elémentaire, mais à priori un peu surprenante, l'idée de construire des fibrés 
finis par image directe (voir la proposition 02] et le lemme [50]) ne semble pas 
avoir été déjà employée. 

Enfin, pour conclure sur les insuffisances de cet article, il serait naturelle- 
ment souhaitable d'avoir une version du théorème de Nori parabolique pour un 
diviseur à croisements normaux généraux, ou sur un corps quelconque. 

1.4 Remerciements 

Ce travail doit beaucoup à Angelo Vistoli, ses contours n'étant apparus net- 
tement qu'à la suite d'une visite à Bologne en janvier 2006. Je l'en remercie 
chaleureusement. Je tiens également à remercier Alessandro Chiodo, Michel 
Emsalem, Boas Erez, Madhav Nori, Martin Olsson et Gabriele Vezzosi pour 
d'intéressantes discussions sur le sujet. 

2 Fibrés paraboliques le long d'une famille régu- 
lière de diviseurs 

Dans cette partie, on notera X un champ de Deligne-Mumford localement 
noethérien, ï un ensemble fini, D = [Di)i^i une famille de diviseurs de Cartier 
effectifs sur X, r = (r^gj une famille d'entiers j-j > 1. 

2.1 Faisceaux paraboliques 

2.1.1 Définition 

Soient d'abord X, C deux catégories monoïdales, X étant supposée stricte. Un 
foncteur monoïdal F : X — ► C permet de voir C comme un X-module (relâché) 
sur le monoïde X via l'opération 

IxC 

(I, C) F(I) ® C 

On considère à présent 1 = (Z r )°P, Ci = (±Z I ) op , où par définition ±Z 7 = 
n ieJ 77Z, et C 2 = MOD X, la caté gorie des faisceaux de Ox -modules sur X. 
X et Ci sont vues comme catégories associées aux ensembles ordonnés corres- 
pondants, et munies du produit tensoriel induit par l'addition, quant à C2, elle 
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est munie de sa structure monoïdale canonique. Enfin, on dispose du foncteur 
d'inclusion F% : T — > Ci et du foncteur 

F 2 : 1 *- C 2 

1 - (hhei Ojc(-ID) = O x {- Eiei W 

qui permettent de voir Ci et Ci comme des I-monoïdes. 

Définition 1. On définit la catégorie des faisceaux paraboliques sur X le long 
deD à poids multiples de ~ comme la catégorie des morphismes de modules sur 
le monoïde (Z I ) op : 
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PARi (X, D) = Hom (Z / } op ((-Z J ) op , MOD X) 

Plus en détail, un objet de PAR i (X, D) est un couple (£.,j),on£. : {^Z 1 )^ - 
MODX est un foncteur (non nécessairement monoïdal!), et j est un isomor- 
phisme naturel (dit isomorphisme des pseudo-périodes) : 

(z 7 )°p x (iz 1 )^ — *- {^yp 



(T,')° p x£. 



(Z r )°P x MOD X 




MOD X 



Ox( — D)®- 

On omettra souvent j pour alléger les notations. Un morphisme (£.,j) 
(£'.,j') est une transformation naturelle : 

s. 



{\Z r )°P a MOD X 




compatible avec j et j', en un sens évident. 



2.1.2 Opérations élémentaires sur les faisceaux paraboliques 

Pour 1 G obj ^L 1 et £. G objPARi(A, D) on dispose du décalage défini de 
la manière usuelle 



f.[i] : il^yp- 



MOD X 



l'isomorphisme des pseudo-périodes étant induit par celui de £. de la manière 
évidente. 

Passons au produit tensoriel des faisceaux paraboliques : donnés £.,£' G 
obj PAR i (X, D) , on dispose, pour tout 1 G obj \l/ , de l'objet £\ ® £'.[-l] de 
PARj. (A, D) obtenu comme produit tensoriel externe de £\ G obj MOD X par 
£.'[-1] G obj PARi (A", D). 

Cette quantité étant dinaturelle en 1, on peut définir {£. ® £[). comme la 
co fini du foncteur de variance mixte correspondant dans PARi (A, D) (qui est 
cocomplète vu que MOD A l'est) : 



2 pour des détails sur la notion de cofin (coend), voir |27j . ou bien |10j . Appendice B 
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{£.&£[). = / e " Si®£'.[-1] 

Ce produit tensoriel est l'adjoint à gauche (enrichi) du foncteur Hom interne 
naturel de PARi(A, D) (dont nous n'aurons pas usage). 

Passons au structures spéciales : l'inclusion X 1 — > admet pour adjoint 
à gauche le foncteur 

W >■ Z J 

1 --H 

où [1] = ([Z»])iei, [•] désignant la partie entière (on espère que cela n'entraî- 
nera pas de confusion avec la notation du décalage). 

On en déduit que le foncteur d'oubli (ou d'évaluation en zéro) 
Hom (z , ) o P ((iZ / )° ! ',MODI) -> Hom (Z 7 ) o P ((Z 7 )°î , ,MODX) ~ MOT) X 
admet un adjoint à gauche, qu'on notera £ — * £_. , défini par 



£.=£®Ox{[-]T>) (1) 

On appellera £_. le faisceau parabolique à structure spéciale induit par £ . 
Lorsque D = rE, on dispose d'un faisceau parabolique particulier, défini 
comme foncteur par 



l->0x(-lrE) (2) 

l'isomorphisme des pseudo-périodes étant défini de la manière évidente. On 
le notera simplement Ox(— • rE). 

Enfin il est clair que si / : X' — » X est un morphisme plat, la paire de 
foncteurs adjoints (/*,/*) entre les catégories MOT) X et MOD J' induit une 
adjonction similaire entre les catégories PAR±(A, D) et PARi (X', /*D). 



2.2 Fibrés paraboliques 

2.2.1 Facette 

On va définir certaines applications dont le but est = Yl ieI vu 
comme ensemble ordonné. 

Définition 2. Soit J C I un sous-ensemble, et (ej)j e / la base canonique de iJ . 
On appelle facette toute application croissante 

F : {0 < 1} J -» -Z 1 
r 

qui est affine au sens suivant : il existe une famille d'entiers e = {e{)i^j vérifiant 
Vî G J 1 < Ci < ri telle que : 

Vji = (/iOigj G {0 < 1} J F(n) = F(0) + IH-ei 
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Par la suite, on identifiera une facette entre deux ensembles ordonnés avec 
le foncteur entre les catégories correspondantes. 

La donnée d'une facette équivaut bien entendu à celle de J, F(0), et de la 
famille e. Dans le cas particulier où F(0) = et e = r\j, on parlera de la facette 
spéciale associée à J, et on la notera Fj, il s'agit simplement de "l'inclusion" 
Fj : {0 < 1} J — > ^li 1 . Plus généralement, lorsque F(0) — 0, on notera F&j la 
facette correspondante. 



2.2.2 Complexe associé à un faisceau parabolique et une facette 

On commencer par préciser les conventions utilisées concernant les complexes 
multiples (essentiellement empruntées à [40]). Soit J un ensemble fini. Un com- 
plexe (de chaînes) multiple à valeurs dans une catégorie abélienne A est un 
foncteur C. — (IN J ) op — > A tel que si on note (e,)j e j la base canonique de M J , 
alors pour tout multi-indice a — (on)iej, et pour tout j G J, les morphismes 
d 3 a : C a — > Ca-ej vérifient d J a _ e . o# a = 0. 

A un tel complexe, on associe de la manière son complexe total Tot(C). 
de la manière usuelle : on commence par transformer C. en complexe anti- 
commutatif en fixant un ordre total arbitraire sur l'ensemble J et en modifiant 
les différentielles de la manière suivante : on pose pour tout multi-indice a = 
{pti)ieJ et pour tout j G J : 

£ = (_!)£«, ««4 

L'appellation complexe anti-commutatif est justifiée par le fait qu'alors # J <P = 
— <$ J ' cP , lorsque ces expressions ont un sens, pour tout j, f dans J. Le complexe 
total est alors défini par, pour n > : 

Tot(C. ) n = ®a,|a|=nCa 

où \ol\ — a ii e t les différentielles étant définies par 5 n — (5 a .\ a \= n J2ie j 

Le fait qu'on parte d'un complexe anti-commutatif assure qu'on obtient bien 
ainsi un complexe (simple). 

Définition 3. Soient E. G obj PARi (X, D) un faisceau parabolique et F : {0 < 
1} J — * -X 1 une facette. 

On appelle complexe multiple associé le prolongement par zéro du foncteur 
composés, o F op à (M J ) op , comme dans le diagramme ci-dessous : 

(K j )°p -MOD.V 




({0 < 1} j )°p 

Par abus, on notera encore ce complexe multiple £. o F op . 

Le sens de ces définitions apparaît dans le cas particulier où E. = Ox , le 
faisceau structurel muni de la structure parabolique spéciale, et F — Fj, la 
facette spéciale associée à J. 
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Lemme 1. Pour i G / on note (Ox{—Di) — * Gx) le complexe de chaînes 
(simple) concentré en degrés 1 et 0. Pour tout J d I , il existe un isomorphisme 
naturel de complexes multiples : 

Ox, o Ff ~ ® ie j(Ox(-A) -» Ox) 
Démonstration. Cela résulte simplement de l'expression de Ojy donnée par 

p, m □ 

Cet exemple est crucial pour définir les fibrés paraboliques, puisque ceux-ci 
seront localement somme directe finie de faisceaux décalés du faisceau structurel, 
i.e. du type Ox [1] , pour 1 G obj -i-Z 7 (voir remarque [3J, ce qui impose des 
contraintes fortes aux complexes associés à chaque facette. 

De manière similaire, on a : 

Lemme 2. Supposons D = rE. Pour tout J <Z I , et tout e — (ej)j^j comme 
dans $2.2. 1\ il existe un isomorphisme naturel de complexes multiples : 

O x (- ■ rE) o Ffj ~ ŒieAOxi-eiEi) -> O x ) 
Démonstration. Conséquence directe de la définition [2j □ 



2.2.3 Définition des fibrés paraboliques 

Lemme 3. Soit E. G objPARi(X, D) un faisceau parabolique, et F : {0 < 
l}' 7 — > ^li 1 une facette. Il existe un morphisme naturel de complexes multiples 

£ F (o) ® (Ox. o F° p ) -> f . o 

gt/î esi Mn isomorphisme en (multi-) degré 0. Supposons de plus £p(o) locale- 
ment libre de rang fini, alors si ij : Di^jDi —y X désigne l'immersion fermée 
canonique, il existe une surjection naturelle ij*i*j£F(o) ~» i?o(Tot(£. o F op )). 

On repousse la preuve après la définition suivante. La deuxième assertion 
montre que, sous les hypothèses du lemme i/o (Tôt (5. o F op )) est à support 
dans HifzjDi, ce qui donne un sen^l à la : 

Définition 4. Soit £. £ obj PARj. (X, D) un faisceau parabolique. On dit que 
c'est un faisceau parabolique localement libre ou encore un fibré parabolique 
si pour toute facette F : {0 < l}' 7 -> ^Z 7 , l'homologie Hi(Tot(£. o F°p)) (iw 
complexe multiple associé est nulle pour l > 0, et est un faisceau localement 
libre de rang fini sur Di^jDi pour l = 0. On notera Pari (X, D) la catégorie des 

faisceaux paraboliques localement libres sur X le long de D à poids multiples de 

1 

r ' 

3 cette définition dépend a priori du choix d'un ordre total sur /, mais la proposition [î] et 
la remarque [T] qui s'ensuit montrent qu'il n'en est rien, au moins pour une famille régulière de 
diviseurs (voir i|2.3.1|l qui est le seul cas que nous considérerons 
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Démonstration du lemme\^ La deuxième assertion est une conséquence de la 
première, puisque celle-ci entraîne l'existence d'un morphisme de complexes 
simples Tot(£p(o) ® { Ox ° F op )) — ¥ Tot(£. o F op ) qui est un isomorphisme en de- 
gré 0, d'où un épimorphisme ff (Tot(g FW (g) {Q X oF° p ))) -» H {Tot{£.oF°P)). 
L'hypothèse sur £f(o) donne alors i?o(Tot(£p<(o) <8> { Ox . ° Fj P ))) — £p(o) ® 
H (Tot((O x .°F° p ))). Le lemmeQ] montre que Tot((0x. °F° P )) est le complexe 
de Koszul associé à la famille {Di)i e j, ce qui permet de conclure. 

Reste à montrer la première assertion. L'hypothèse que F est une facette 
montre qu'on a en particulier V/x = (/Uj)j e j G {0 < l}' 7 F(fi) < F(0) + 
Fj(fi). Cette inégalité entre applications croissantes peut s'interpréter comme 
l'existence d'une transformation naturelle < entre les foncteurs correspondants : 

F 



{o < iy 



< 



F{0)+Fj 

En passant aux catégories opposées et en composant avec £ . 



({0 < 1} j )°p 



<op aziyp ^MOBX 



(F(0)+Fj)°* 

on obtient une transformation naturelle : £. o < op : £. o (F(Q) + Fj 
£. o F op . 

Le diagramme suivant 

({o<iKT — ^(o)+f, 

(Fj°»,F(Q) 

(z'yp x Q-iJyp — Q-^yp 





\ 

7 J)°p x MOD1- ^MODX 

montre que l'isomorphisme de pseudo-périodes j de £. permet d'identifier 
£. o (-F(O) + Fj) op avec £f(o) ® { Ox Fj P ), ce qui conclut la démonstration du 
lemme. 

□ 



2.3 Fibrés paraboliques et revêtements 

Pour montrer la pertinence de la définition 21 on doit montrer l'existence de 
fibrés paraboliques non triviaux, i.e. autre que les sommes directes de décalés 
de fibrés à structure spéciale (bien qu'ils soient tous localement de ce type). La 
manière la plus directe de produire de tels fibrés paraboliques est d'utiliser des 
revêtements de Kummer ramifiés le long d'une famille régulière de diviseurs. On 
commence par préciser ces notions. 
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2.3.1 Famille régulière de diviseurs 

On rappelle le lemme folklorique suivant, ainsi qu'une preuve, repoussée 
après la définition [5j à laquelle il donne un sens. 

Lemme 4. Soit X un schéma localement noethérien, I un ensemble fini, D = 
(Di) ie j un ensemble de diviseurs de Cartier effectifs sur X , et pour tout i E I, 
Si : Ox — * Ox{Di) la section canonique. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(i) En tout point x de X , soit une des sections Sj est inversible, soit (sj)jgj 
est une suite^ régulière (au sens de Serre), 

(ii) la section (si)j E j : Ox — ► ®ieiOx(Di) est régulière (i.e. le complexe de 
Koszul associé au morphisme àual n'a pas d'homologie en degré supérieur 
ou égal à 1), 

(iii) HiçiDi — * X est une immersion fermée régulière, et si Xi est l'idéal en- 
gendré par les (sj)ig/ , alors en tout point x de n^g/Dj, les (sj)iej forment 
un système minimal (pour le cardinal) de générateurs deXi x . 

Définition 5. On dira que D = (7)j)j e j est une famille régulière de diviseurs 
si pour tout sous-ensemble J <Z I , la sous-famille Dj = (7)j)j e j vérifie les 
conditions équivalentes du lemme\Q 

Démonstration du lemme\Q (i) => (ii) : ceci résulte du fait que le complexe 
de Koszul associé soit à un morphisme surjectif, soit à une suite régulière, sont 
sans homologie en degré plus grand que 1. 

(ii) =4> (iii) : le fait que 1/ soit régulier résulte directement de la définition 
([2], exposé VII, Définition 1.4). De plus en notant £i = (BieiOx(Di), et ii : 
flig/Di — > X l'immersion fermée canonique, la régularité de s/ = (sj)jgi montre 
que Xi/Xj — ij£f , donc en un point x de flie/Di, X/ >œ /2| x est libre de rang 
#/, par conséquent Ij ;X ne saurait être engendré par moins de #/ éléments. 

(iii) (i) DiçiDi — * X est une immersion fermée régulière donc en parti- 
culier quasi-régulière ([5], exposé VII, Proposition 1.3). Autrement dit Xj/l] est 
localement libre de rang fini sur fljej-Dj et l'homomorphisme surjectif canonique 

est un isomorphisme. En un point x de fljej-Dj, le lemme de Nakayama 
montre que le rang de 2i. x /2j x sur Ox.x/^i.x est le nombre minimal de généra- 
teurs de Ii lX sur Ox, x , à savoir #7. Donc (si) ie j est une base de J/ )X /2| x et par 
conséquent les S; définissent un isomorphisme Ox,x/Zi,x[(Si)iei] — Sym 0x m i Xl x (Tj :X /T] x ), 
où les Si sont des indéterminées. On en conclut que l'homomorphisme surjectif 
Ox,x/li,x[(Si)i & i\ -» gr Iz ^ (Ox ,x) défini par les (si) ie i est un isomorphisme, 
autrement dit la famille (si)ig/ est quasi-régulière au sens de |T9] , Définition 
15.1.7, donc régulière ([32], Corollaire 15.1.11). 

□ 

4 dans un anneau local noethérien, la régularité d'une suite ne dépend pas de l'ordre de ses 
éléments, ce qui permet de parler de famille régulière 
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Lemme 5. (i) Toute sous-famille d'une famille régulière l'est également. 

(ii) Si (k)i£i est un ensemble d'entiers U > 1, alors la famille (D,)^/ est 
régulière si et seulement si la famille (/jD^igj l'est. 

Démonstration, (i) est immédiat. 

(ii) résulte, par récurrence, de la caractérisation (i) du lemme [4j puisque 
qu'un élément est diviseur de zéro (resp. inversible) si et seulement une de ses 
puissances l'est. □ 

La notion de famille régulière de diviseurs s'étend aux champs de Deligne- 
Mumford localement noethériens, et le lemme [4] est encore valide. On a de plus 
le résultat utile suivant. 

Proposition 1. Soit X un champ de Deligne-Mumford localement noeihé- 
rien, D une famille régulière de diviseurs. Alors le faisceau parabolique E. G 
obj PAR i (X, D) est localement libre si et seulement si : 

(i) VI G le faisceau £\ est localement libre sur X . 

(ii) Vi E I Vk < lj < Ij + 1 € coker((£;/). — > (£j 4 ).) est localement libre vu 
comme objet de PAR( -L) j _ Li (D%, (Dj D Dî)j^). 

Démonstration. Pour démontrer l'équivalence, on peut supposer que (i) est vrai. 
Soit J 7^ 0, et i £ J. La donnée d'une facette F : {0 < 1} J — > ^L 1 équivaut à 
celle d'un triplet (F, k, où F : {0 < l} J_i -> IljeJ-i est une facette i et 
li < l'i < li + 1 dans -^Z, tels que le diagramme suivant (bi)commute. 

{o < iy — — - |z j 

1 /■ 

{o- '^-IL, 

En notant Fq et F[ les deux foncteurs {0 < 1} J_Î — > ^1} correspondants, on 
dispose d'un morphisme de complexes multiples 1 > : £.oF[° p — > £.oFq° p et le 
fait qu'on suppose (i) vrai montre que ce morphisme est injectif. Il en est donc de 
même pour le morphisme induit Tot(l > 0) : Tot(£. o F[° p ) — > Tot(£. o Fq° p ), et 
on vérifie que Tot(£. o F op ) s'identifie canoniquement au cône cone(Tot(l > 0)) 
de celui-ci. On dispose donc d'un morphisme Tot(£. o F op ) — » cokcrTot(l > 0) 
qui est un quasi-isomorphisme ([40] 1.5.8), ce qui permet de conclure. 

□ 

Remarque 1. En particulier, le fait, pour un faisceau parabolique donné, d'être 
localement libre, ne dépend pas de l'ordre choisi sur l'ensemble d'indices I . 
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2.3.2 Fibrés paraboliques relativement à une famille de diviseurs à 
croisements normaux simples 

Définition 6. Une famille D = (Di) ie j de diviseurs de Cartier effectifs sur 
un schéma localement noethérien X est dite à croisements normaux simples si 
pour tout point x de UitzjDi on a : 

(i) l'anneau local Ox,x est régulier, 

(ii) si I x = {i <= I/x G Di}, et Si est une équation locale de Di en x, alors 
{si,i <G I x } est une partie d'un système régulier de paramètres. 

Remarque 2. 1. C'est une légère adaptation de [21^ . Définition 1.8.2. 

2. Il revient au même ('21], Lemme 8.1.4) de dire que la famille est à croi- 
sements normaux et que chacun des Di est régulier. 

3. Comme un système régulier de paramètres est ([19], Définition 17.1.6) une 
famille régulière, une famille de diviseurs à croisements normaux simples 
est en particulier une famille régulière au sens de la définition^ 

Comme cette définition est invariante par un changement de base étale, elle 
a également un sens pour un champ de Deligne-Mumford. On a de plus : 

Proposition 2. Soit X un champ de Deligne-Mumford localement noethérien, 
D une famille de diviseurs à croisements normaux simples. Alors le faisceau 
parabolique £. G obj PAR±(A, D) est localement libre si et seulement si VI € 
le faisceau E\ est localement libre sur X . 

Démonstration. Comme, pour tout i € I, la famille (Dj n Di)j^a est à croise- 
ments normaux simples sur Di (voir [19J, preuve de la Proposition 17.1.7), on 
peut raisonner par récurrence sur #/. On conclut à l'aide de la proposition Q] et 
du lemme suivant (je remercie Angelo Vistoli pour m'avoir fourni le principe de 
la preuve) : 

Lemme 6. Soit R un anneau local noethérien régulier, d'idéal maximal m, 
t G m, t m 2 . Soient de plus M et N deux modules libres de rang fini tel que 
tM C N C M. Alors M/N est libre comme R/t-module. 

Démonstration. De [19J, Corollaire 17.1.8, on déduit que l'anneau local R/t est 
régulier, et [Ï9], Proposition 16.3.7 montre qu'il est de dimension dimi? — 1. 
La formule d'Auslander-Buchsbaum ([12], Proposition 17.3.4) montre que le 
résultat à démontrer équivaut à prof n/ t M/N — dimi?— 1. Or [Ï2], proposition 
16.4.8 montre que prof R/t M/N = proî R M/N. De plus, [33], Corollaire 16.4.4 
donne pour tout iî-module de type fini P : si k — R/m est le corps résiduel, 
profft P = inf{m > 0/ Ext^ (k, P) ^ 0}. La suite exacte longue de cohomologie 
associée au foncteur Hom^(fc, •) et à la suite exacte courte de iî-modules — > 
iV — ► M — > M/N — > 0, et une nouvelle application de la formule d'Auslander- 
Buchsbaum, permettent de conclure. 

□ 
□ 
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2.3.3 Revêtements de Kummer 



La définition des revêtements de Kummer adoptée ici est celle de [H], §1 : 
donné un ensemble fini /. r = (r^)j e j un ensemble d'entiers > 1, des schémas 
localement noethériens X et F, s = (si)ie/ un ensemble de sections régulières 
de Ox, un morphisme p : Y ^ X est dit revêtement de Kummer si y est 
muni d'une action du schémas en groupes /x r = liiez /V tel qu'il existe un 
A-isomorphisme /^ r -équivariant de Y avec 

SpectOxKtOie/l/fô'-aOigi) 

Alors p : F — » X est l'application naturelle vers le quotient schématique. 

Pour i E I, on notera (resp. Ei) le diviseur de Cartier associé à Sj (resp. 
ii), et D = (Dj)j 6 / (resp. E = (E^^j) la famille correspondante. 

Lemme 7. On suppose que D = (D,)j £ j esi wne famille régulière de diviseurs 
sur X . Alors la famille E = (E{)i e i est une famille régulière de diviseurs sur 
Y. 

Démonstration. Comme p est plat, la famille p*T> = (p*Di) ie j est régulière, par 
exemple d'après le lemme [4] (n). Or (p*Di) ie i = (nDi)i e i, avec n > 1, et on 
peut appliquer le lemme E] (m) . □ 

2.3.4 Fibres paraboliques associés à un revêtement de Kummer 

Soit p : Y — > X un revêtement de Kummer. On conserve les notations de 
la partie 12.3.31 On appellera // r -objet (ou objet /x r -équivariant) d'un certain 
type sur Y tout objet du même type sur le champ quotient [F|/x r ]. On notera 
H r MOD Y la catégorie des faisceaux /x r -équivariants sur Y, p* r : fi r MOD Y — > 
MODX l'image directe le long de [Y\fj, r ] — » X, et n r PARi (Y,p*T>) la catégorie 
des /i r -faisceaux paraboliques sur Y le long de p*T) à poids multiples de £ (ici 
p*D = (p*Di)i & i est considérée comme une famille de diviseurs de Cartier 
effectifs // r -équivariants sur Y de la manière canonique). 

Vu la platitude de [Y\fi T ] — * A et la fonctorialité de PARi(F,p*D) en A 
( §2. 1.2p . on dispose d'un foncteur canonique 

p^ : fi r PARi (y,p*D) -» PARi (A, D) 

qu'on peut détailler ainsi : donné un objet {T^k) de /x r PARi (F,p*D) (fc 
désignant l'isomorphisme des pseudo-périodes), on lui associe (£,,j), où E. = 
pt r o T. (encore noté p* r (J-.)), et j est donné par la 2-composition : 
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(%i)°p x (iZ 7 )°P 



(Z 7 ) op x^. 

(Z r )°P x /x r MODy 

(z 7 ) op x P if 
(Z 7 ) ? x MODX 





n r mod y 



MOD1 



Ox(--D)ig). 

la 2-flèche proj étant donnée par la formule de projection le long de [Y \fi r ] — > 

X. 

En composant ce foncteur avec le foncteur /x r MODF — > /x r PARi (y, p*D) 
donné par T -> T ® Oy (- ■ rE) (voir ^2.1.2)1 on obtient : 

Définition 7. On notera le foncteur /x r MOD F — > PAR± (X, D) donné sur 
les objets par T. = ]3* r (JF ® Oy(- • rE)). 

Proposition 3. On suppose que D = (£)i)i 6 j est une famille régulière de di- 
viseurs sur X , et que T est un fi r -faisceau localement libre de rang fini sur Y . 
Alors le faisceau parabolique sur X associé T. est un fibré parabolique sur X (au 
sens de la définition^). 

Démonstration. Soit F : {0 < 1} J — * -li 1 une facette correspondant à la donnée 
de J, -F(O), et de la famille e (voir définition [2]) . Il s'agit de calculer l'homologie 
du complexe 

vu que le foncteur Tôt commute à tout foncteur conservant les sommes di- 
rectes. Or il est clair d'après la définition [2] que F = F(0) + F<lj et donc : 

O x (- ■ rE) o F op ~ CV(-rF(0)E) <g> (O x (- • rE) o F?j) 
Le lemme [2] montre qu'on doit calculer l'homologie du complexe 

p% r (F ® Oy(-rF(0)E) ®Tot(® ieJ (Oy -» O y ))) 

Le foncteur p* (.F ® Oy (— rF(O)E)) <X> ■) étant exact (en effet p est affine 
donc est exact [[17J 1.3.2], et /x r est diagonalisable) , on trouve donc 

P^(J®Oy(-rF(0)E)® Hi{Tot{® i€ j{OY{-eiEi) -> O y )))) 

Comme D = (Di) i£ i est une famille régulière de diviseurs sur X, il en est 
de même, d'après le lemme O pour E = (Ei) ie i. La définition [2] d'une facette 
impose que Vi G J, > 1, et le lemme [5] montre que la famille eE\j = (eiEi)i & j 
est également une famille régulière de diviseurs. 

On déduit du lemme g] (ii) que Hi(Tot(® ieJ (0 Y (-eiEi) -> Oy))) est nul 
pour l > 0, et est isomorphe à 0ni £J e j .E. i pour Z = 0. On peut conclure à l'aide 
du lemme suivant : 
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Lemme 8. Pour tout fi r -faisceau T localement libre de rang fini sur Y , le 
faisceau p* r (J 7 On ie jei Ei) est localement libre comme 0^ ieJ D i -'fnodule. 

Démonstration. Vu la commutativité du diagramme 

n ie jeiEi Y 

n ie jDi- 

i.i 

on a p» r (T<g) On ieJeiEi ) ^ P* 1 jjjj* 'T ^ ij*q* r jj* T, et il s'agit donc 
de vérifier que q* r est localement libre. Comme fi r est diagonalisable, 
c'est un facteur direct de q*jj*J- ', et vu que T localement libre de rang fini 
sur Y, il suffit de prouver que q est fini et plat. Il est clairement fini comme 
composé de l'immersion fermée Di^jCiEi — > p*((~)i£jDi) (on rappelle que pour 
tout i on a fj < et de p*{C\i e jDi) — > Di^jDi (fini car p l'est). Pour la 
platitude on peut clairement supposer X affine, soit X — specR. Mais alors 
HiejeiEi = spec(® ieJ £^ ® R ® HJ -^hL), Or pour i e J (resp. i i J) t? 

(resp. — Si) est unitaire, donc j-^pr (resp. ffl^ ) est plat sur j- (resp. sur 

R), donc ®ie.JYi7^ ® R ® i! tJ 7TT~. est plat sur ®ie.Jj-^ ^ est l' anneau définis- 
sant DiejDi. 

□ 
□ 

2.4 Fibrés paraboliques et champ des racines 

Soit S un schéma, et X — > S un champ de Deligne-Mumford, qu'on supposera 
toujours localement noethérien. 

2.4.1 Champ des racines 

Soit r un entier supérieur ou égal à 1, inversible dans S. 

Définition 8 ([5J,[14J). (i) Soit un couple (£,s) constitué d'un faisceau in- 
versible sur X et d'une section de ce faisceau. SoitU = [A l \G m ] le champ 
classifiant les faisceaux inversibles muni d'une section. On appelle champ 
des racines r-ièmes de (£, s) le champ 



V(£,s)/X = X x u U 

où le produit fibré est pris par rapport aux morphismes (£, s) : X — > IÀ, et 
l'élévation à la puissance r : -® r :U^U. 

(ii) Soit D un diviseur de Cartier effectif sur X , sd la section canonique de 
O x (D). On note {jDjX le champ ^/(O x {D),s D )/X. 

Soit I un ensemble fini, r = (ri),e/ un ensemble d'entiers ri > 1, inversibles 
dans S. 
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Définition 9. 1. Soit (C,s) — (£j,Si)j e j un ensemble de faisceaux inver- 
sibles sur X muni chacun d'une section. On note \J (C, s)/X le champ 
x ie i r if{C^sî)JX. 

2. Soit D = (Dj)jgj un ensemble de diviseurs de Cartier effectifs sur X . On 
note yu/X le champ Xi e j r yDi/X . 

Proposition 4. Soit (£,s) = (d,Si)içi un ensemble de faisceaux inversibles 
sur X munis de sections. Supposons qu'on dispose sur X de faisceaux inversibles 
Ni et d'isomorphismes ipi : Nf' ri — Ci. Il existe alors un isomorphisme naturel 
de champs sur X : 

Sym(© îG/ A/7) 



y^jx c [Spec( iJ )\n T ] 

Démonstration. Le cas où = 1 est traité dans jHj, version 1, Proposition 
3.2, (voir aussi [10J, théorème 4), et le cas général en résulte immédiatement. 

□ 

Corollaire 1. Soit s = (sj)j e j un ensemble de sections régulières de Gx, D% = 
(si) les diviseurs de Cartier correspondants. Alors il existe un isomorphisme 
naturel de champs sur X : 

y*D/X~ [Spec(Ox[(ti)<6i]/(*? -8i) ieJ )\^] 
Démonstration. Découle directement de la proposition [H □ 



2.4.2 La correspondance : énoncé 

Soit (C, s) = (Ci,Si) ie j un ensemble de faisceaux inversibles sur X munis 
de sections. Sur y 1 (£, s)/X, on dispose d'une racine r-ième canonique (A/ - , t) = 
(Ni,U) ieI de (£,s). 

On note ir : y (C, s)/X — » X le morphisme canonique. 

Dans le cas particulier où les couples (A,Si) sont associés à des diviseurs 
effectifs Di sur X (i.e. (d,Si) — (Ox(Di), s_dJ pour tout i € I), les relations 
n*Si = tf Ti , et le fait que n est plat, montrent que les U : O r/^jj^ — > A/j sont des 

monomorphismes (i.e. les U sont des sections régulières), si bien que les couples 
(Afi,ti) sont associés à des diviseurs de Cartier effectifs E t sur yD/X. 
En imitant la construction du i )2.3,4l on obtient un foncteur : 
~. : M.OT>{tfD/X) ^PARi(X,D) 

Théorème 2. On suppose que D est une famille régulière de diviseurs sur le 
champ de Deligne-Mumford X. Alors le foncteur^. induit une équivalence de 
catégories tensorielles entre Vect(yDjX) eiPari(A, D). 
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2.4.3 Bonne définition 



Il s'agit de voir que si T G ob j Vect ( y/T)/X) , alors le faisceau parabolique 
T. est localement libre. Comme il s'agit d'une question locale pour la topologie 
étale sur X, on peut, quitte à prendre un atlas étale, supposer que X est un 
schéma. Quitte à localiser encore de façon à trivialiser chacun des diviseurs de 
la famille D, le corollaire Q] montre qu'on peut supposer que yD/X — » X est 
du type [V|/x r ] — > X, où Y — > X est un revêtement de Kummer ramifié le long 
de D. Mais alors la proposition [3] permet de conclure. 

2.4.4 Équivalence réciproque 

Soit £. £ objPari(V, D). On pose 




où J r désigne la cofin (coend), voir |27| . C'est à priori un élément de 
MOD( y/D/X), mais on va voir que c'est en fait un faisceau localement libre. 

Lemme 9. On fixe i € I . Soient les fondeurs 

PAR±(X,D) PAR (i),^( {KDj)&i) 

U ■ £■ *" Li£. = f he ^ Z ir*(£ h ).®M® r > h 

RiF. : (h -» ir im (F.®M?- lirt ))* T. : Ri 

où ni : r yDi/X — > X désigne la projection canonique, Ni la racine ri-ème 
canonique de Ox(Di) sur yDïfX, et (£zj. la restriction de S. via le fondeur 
rij^î fj^ "~ *■ 7^ induit par k. 

Ces fondeurs sont adjoints, Li étant adjoint à gauche et Ri adjoint à droite. 

Démonstration. Cela résulte de la définition des cofins. □ 
Lemme 10. Le fondeur Li envoie Par i (X, D) sur Par r yL\/X, (w* Dj)^) . 

Démonstration. On procède par récurrence sur #/. On commence par le cas 
où = 1. Le cas où X est un schéma est traité dans [TU]. Le cas général s'y 
ramène grâce au lemme suivant : 

Lemme 1 1 . Soit X un champ de Deligne-Mumford, £ : K — > Vect X un dia- 
gramme, p : Xq — > X un atlas étale. Si lim fe —^p*£fc existe dans VectXo, alors 
lim -. £k existe dans Vect X . 

Démonstration. C'est à peu près direct à partir de la description suivante des 
objets de VectV : soit X\ = X n x x X , et s, b : X\ =t V le groupoïde 
correspondant. La catégorie VectV est équivalente à la catégorie des couples 
(£o,a), où £q G obj VectVg, et a : s*£q ~ b*£o est une donnée de descente, i.e. 
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vérifie la condition de descente : m* a — pr\a o pr^a, où pri,pr2,m : X\ Xj 
X\ — > Xi désignent respectivement, les projections et la multiplication dans le 
groupoïde. 

□ 

On revient au cas général (#J quelconque) : pour montrer que ri Z 7T* [E^).® 
j\f® r * i es ^ un faisceau parabolique localement libre, le plus simple est d'appli- 
quer la proposition!]] La partie (i) du critère résulte du cas #/ = 1. Pour vérifier 
la partie (m) de ce critère, on fixe j ^ i, et E < lj < lj + 1 G — Z. Il s'agit de 
voir que 

coker( |" e ~ Z < ® A/?^ - I'*' " ^ tt* ). A/T''') 

est un objet de Par ( j_-, . (n*Dj, (n*(Dk H Dj))k=a , ). Mais comme le fonc- 

teur Lj est adjoint à gauche (lemme[9|), donc exact à droite, et n*Dj — r ^/Dj H Di/Dj, 
cela résulte de l'hypothèse de récurrence. 

□ 

2.4.5 Preuve de l'équivalence 

Lemme 12. Le fondeur Ri envoie Par( J_) jVi ( T i] Dï/X, (tt* Dj)j 9 n) surPa,ri(X, D), 
ei esi «ne équivalence réciproque de la restriction de Li à Pari(X, D). 

Démonstration. On commence par remarquer que si la première assertion est 
vérifiée, la seconde à un sens, et est vraie : en effet on peut se contenter de 
vérifier que Li et Ri sont des isomorphismes après évaluation des variables, et 
on se ramène donc au cas où = 1. C'est de nouveau un problème local pour 
la topologie étale, et on peut donc se ramener au cas où X est un schéma. Pour 
ce dernier cas, on renvoie à [TU] . 

On montre l'ensemble des deux assertions par récurrence sur #/. Pour le 
cas où #/ = 1 : la première assertion résulte de la partie 12.4.31 la seconde 
s'ensuit. Pour / quelconque on applique l'hypothèse de récurrence qui permet 
de dire que Vect yD/X ~ Par^j^ ( r ^/Di/X, (ir* Dj)j^i), et à nouveau la 

partie l2~4~3l permet de conclure à la validité de la première assertion, et donc de 
la seconde. □ 

2.4.6 Preuve du caractère tensoriel 

Vu l'expression du produit tensoriel donnée i )2.1, 2\ le fait que l'équivalence 
soit compatible au produit tensoriel résulte de la formule de Fubini pour les 
cofins (voir [27], et [TÏÏj pour le détail dans le cas où #/ = 1). 
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2.4.7 Structure locale des fibrés paraboliques 

Corollaire 2. Avec les notations du théorème^, pour tout fibré parabolique 
£. G obj(Par 1 (X, D)), et tout point X € X, il existe un voisinage étale U —> X 
de x tel que Eajj soit une somme directe finie de fibrés paraboliques inversibles. 

Démonstration. Vu le théorème El il suffit de montrer la propriété correspon- 
dante pour les fibrés champêtres, mais alors la preuve de [TU], Proposition 3.2, 
s'adapte immédiatement. □ 

Remarque 3. 1. Si X est de plus un schéma, on peut imposer à U — ► X 
d'être un ouvert pour la topologie de Zariski. 

2. La preuve montre qu'on peut choisir les fibrés paraboliques de la forme 

Ox [1] , pour 1 € obj ^li 1 . En termes champêtres, si X = spcciî, où R est 

i^i 

un anneau local, alors Pic(yD)^T) ~ %rj voir §2.4.£\ 

3. On suppose de plus que D une famille de diviseurs à croisements nor- 
maux simples. Alors la proposition^ et le corollaire^ montrent que si les 
composantes du faisceau parabolique S. G obj PAR i {X, D) sont localement 
libres, il est localement abélien au sens de [23^ . Définition 2.2. 



2.4.8 Groupe de Picard des champs des racines 

Le corollaire suivant est énoncé, dans le cas particulier des courbes tordues, 
dans [U]. Le théorème [2] n'est pas indispensable pour le démontrer (on peut 
aussi utiliser [U], Corollary 3.1.2), mais en fournit une preuve commode. 

Corollaire 3. Avec les notations du théorème^ on a une suite exacte naturelle 

-> PicX -> Pic(v / DjÂ 7 ) -> Y[H°(Di, —)->0 

ie/ n 

Démonstration. On peut supposer les Di connexes (en effet si D et D' sont deux 
diviseurs de Cartier effectifs à supports disjoints, et r > 1 est un entier, alors 
</D + D'\X ~ ^fD\X x x ïfîy\x). 

On note Ni la racine n-ème canonique de Ox{Di) sur y/D\X, et ir : 
{/D\X — > X le morphisme naturel. On va montrer plus précisément : il existe 
un unique morphisme surjectif Pic(yD]X) — » Yiiei 7~ envoyant [Ni] sur le gé- 
nérateur canonique de la z-ème composante, et dont le noyau est ir* : PicX — > 
Pic(VD^)- 

Il suffit de le montrer pour #/ = 1. En effet en supposant cette propriété 
vérifiée dans ce cas, le morphisme naturel 

Pic X ~* Li Pic ( ^[ Dj )^i\x) 
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envoie [Mi] sur le générateur canonique de la i-ème composante, et est donc 
surjectif. Comme une récurrence immédiate donne l'égalité des cardinaux, c'est 
un isomorphisme. 

Reste à voir le cas où #/ = 1. Cela résulte immédiatement de l'assertion : 
pour tout faisceau inversible K sur yD\X, il existe un unique entier l dans 
{0, ■ • • , r — 1} tel qu'il existe A4 faisceau inversible sur X tel que K <£> M® ~ 
n*A4. En traduisant en termes de fibrés paraboliques grâce au théorème [J] on 
voit qu'il faut montrer : pour tout faisceau parabolique inversible K. à poids dans 
-Z, il existe un unique entier l dans {0, • • • ,r — 1} tel qu'il existe A4 faisceau 
inversible sur X tel que K. [£] ~ AA. (le faisceau parabolique à structure spéciale 
associé à M, voir §2.1. 2p . La donnée de K. équivaut à celle d'une filtration 

Ko D Ki D ■ ■ ■ D K x _i D /Ci ~ K ®o x Ox(-D) 

telle que pour l < V , le faisceau Kl/Kij_ est localement libre sur Od- Ceci 
implique l'égalité des rangs : 

rg(£ p) = 

1=0 

mais comme Ko est inversible et D est connexe, il existe un unique entier l 
dans {0, • • • , r — 1} tel que Ki_ ^ Kij± , et pour cet entier K. [-] ~ Ko_ . 

_ □ 

2.4.9 Image directe de fibrés paraboliques 

On se donne S un schéma de base, X — > S (respectivement Y — > S) un 
S-champ de Deligne-Mumford localement noethérien, D = (Di)i e i (respecti- 
vement E = (Ej)j e j) une famille régulière de diviseurs sur X (respectivement 
sur Y), et r = (ri)iei (respectivement s = (sj)j£j) une famille d'entiers (su- 
périeurs à 1, inversibles dans S). On fixe de plus p : Y — > X un 5-morphisme 
représentable fini et plat, a : J —y I une application, vérifiant 

1. Vj G J Sj|r Q(i) 

2. Vi e J p*A = £i 6 „-i W ^ 

Enfin, on note ç : f/W/Y — > y/D/X le morphisme naturel. 

Définition 10. S'oî/s Zes conditions ci-dessus, on définit l'image directe d'un 
fibré parabolique par la formule : 

p* : Pari (F, E) ^ Pari {X, D) 

S. =(i->p.(^)) 

5 en fait la version à indice unique montrée dans |10| . 
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Proposition 5. Les fondeurs d'images directes champêtre et parabolique sont 
compatibles : on a un isomorphisme fonctoriel en£. G objParj_(Y, E) : (p*£.). — 

<?*(£.)■ 



Démonstration. On note ir : yD/X — > X et vo : y/E/Y — > Y les morphismes 
canoniques. On a un 2-isomorphisme naturel ir o q ~ p o ro. 

Pour tout î dans J (respectivement j dans J), soit .Mi (respectivement TV}) la 
racine n-ème (respectivement Sj-ème) canonique de Ox(Di) (respectivement de 
Oy(Ej)) sur \J~DJX (respectivement sur •Ç/E/Y), elle est muni de sa section 
canonique. Le morphisme q est défini par la condition : pour tout i dans /, 
q*(À4i) = ®jg a -i(i)A/}, et la condition correspondante évidente sur les sections. 
On fixe S. G objPari(F,E) et (i) = (^)ie/ € obj(^Z), et on calcule : 

7r^ç*(£)® ie r.Mf- ii )^7r* (q* (( [' ™*£.®N® s ^j ® i6/ ® jfka -i {i) M? 




d'où la conclusion. 



□ 



3 Groupe fondamental modéré comme groupe fon- 
damental champêtre 

3.1 Groupe fondamental champêtre 

Noohi ([3T]) et Zoonekynd ([43]) ont étendu la théorie classique du groupe 
fondamental profini de [2] du cas d'un schéma à celui d'un champ de Deligne- 
Mumford. On rappelle brièvement leur définition. 

Définition 11 (|2j,|31j,|43j). Soit X un champ de Deligne-Mumford. On note 
RevX la 2-sous-catégorie pleine de la 2-catégorie Champs X des champs sur X 
dont les objets sont les morphismes Y — > X représentables étales finis. On note 
CatRevX la catégorie associée (i.e. la catégorie dont les morphismes sont les 
classes de 2-isomorphisme de 1-morphismes dans ~RevX). 

Théorème 3 ([3T] Theorem 4.2, [43] §3). Si X est un champ de Deligne- 
Mumford connexe, etx : specO — » X un point géométrique, la paire (CatRevX, x*) 
est une catégorie galoisienne au sens de J^j. 

Définition 12. Avec les notations du théorème, on notera tti(X,x) le groupe 
fondamental de la catégorie galoisienne (Cat Rev X, x*). 
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3.2 Groupe fondamental modéré 



On rappelle le résultat suivant : 

Théorème 4 ([2T| Theorem 2.4.2). Soit X un schéma localement noethérïen, 
normal, connexe, D un diviseur à croisements normaux, et x : spec 51 — > X 
un point géométrique, x ^ D. La catégorie TLev D (X) des revêtements de X 
modérément ramifiés le long de X est une catégorie galoisienne, dont on note 
tpP (X, x) le groupe fondamental. 

On va se restreindre à étudier le cas d'une famille de diviseurs à croisements 
normaux simples (définition [6]) . Le but de ce paragraphe est de démontrer : 

Proposition 6. Avec les hypothèses du théorème^ si on suppose de plus X 
défini sur un corps k, et D est la réunion d'une famille D = (Di)i e i de diviseurs 
irréductibles à croisements normaux simples, alors il existe un isomorphisme 
naturel : 

?rf (X, x) ~ lim Tri ( </~D/X, x) 

r 

où la limite est prise sur les multi-indices r = [rî)i£i d'entiers non divisibles 
par la caractéristique p de k. 

Dans le reste de ce paragraphe 02 on conservera les hypothèses de la pro- 
position [6l On va montrer que l'on a une équivalence naturelle de catégories 
galoisienne^f] : 

Rev D (X) ~ limCatRcv(</D/X) 

r 

La compatibilité de cet isomorphisme aux foncteurs fibres induits par x 
impliquera bien la proposition Hffl. 

3.3 Le foncteur C 

Lemme 13. Soit ir : Y — > X dans obj Rev D (X) galoisien de groupe G (au sens 
de \2iy 2.4-5), de multi-indice de ramification r. Alors le morphisme naturel de 
champs [Y\G] yD/X est un isomorphisme. 

Démonstration. Cela résulte, essentiellement, de l'hypothèse que D est à croi- 
sements normaux simples, et du lemme d'Abhyankar. 

En détail : on précise d'abord la définition du morphisme naturel [Y\G] — > 
yD/X. Soit E = (Ei)i e j la famille de diviseurs sur Y défini par Vi £ I Ei = 

{■ïï*Di) rec i, si bien que Vi G / TT*Di — riEi. 

6 la notion de 2-limite filtrée de catégories utilisée ici et par la suite est précisée dans 
l'appendice IÂ1 

'Comme yD/X admet X pour espace des modules, x définit aussi un point géométrique 
de ce champ 
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Soit S un schéma, et (f,p) un objet de [y|G](5), i.e. une paire constituée 
d'un G-torseur p : T —y S et d'un morphisme G-équivariant / : T — » Y. On a 
les quotients schématiques S = T/G et X = Yj G, si bien qu'il existe un unique 
morphisme g : S — > X tel que gop = nof. Pour tout i € I, le faisceau 0t(/*-E , i) 
définit une racine r»-ènie de sur T, comme ce faisceau est G-équivariant, on 
peut le descendre canoniquement le long du G-torseur p : T — > 5, et les racines 
ri-ièmes (Or(f* Ei)) de Dj sur 5 définissent un objet de ^/DjX(S). 

Pour montrer que ce morphisme [Y\G] — » y/D/X est un isomorphisme, il 
suffît de le vérifier sur les fibres géométriques, et on peut donc supposer que 
X = spec R, où iï est un anneau local noethérien strictement hensélien. Comme 
c'est évident en dehors du support de D, on peut supposer de plus R régulier. 

On choisit pour tout i £ I une équation locale s< de Dj. On pose i?/ = 
. ') ■ ■_ ^ J , où les (Tj)jgj sont des indéterminées, et X' = speciï'. Le morphisme 

X' — > X est modérément ramifié ([5T] Example 2.2.4). Comme les Si sont tous 
dans l'idéal maximal m de R, R' est un anneau local. Vu que la famille (-Dj)iez est 
à croisements normaux simples, R' est même régulier ([21J, Proposition 1.8.5). 

On a encore Y — spec S, où S est une -R-algèbre finie, donc un produit fini 
d'anneaux locaux strictement henséliens (en effet l'hypothèse de modération 
impose que les extensions résiduelles sont séparables [ [2Ï] Définition 2.1.2], donc 
ici triviales). On réduit facilement le problème au cas où Y est irréductible. Vu 
que les r$ sont non nuls résiduellement, on peut choisir des équations U des Ei 
telles que t\ l = Sj dans S. Celles-ci définissent un V-morphisme Y — > X' . 

Soit y le produit fibré de Y et X sur X' dans Rev D (V), c'est à dire la nor- 
malisation du produit fibré schématique Y xxX'. On a donc Y — spec S", où S" 
est la clôture intégrale de R' dans l'extension des anneaux de fractions totaux 
R(Y)/R(X). Comme celle-ci est finie étale d'après l'hypothèse de modération, 
le morphisme Y' — » X' est fini. Comme Y' — » X est modéré, toute compo- 
sante irréductible de Y' domine X, et donc toute composante irréductible de Y' 
domine X' . On peut donc appliquer le théorème de pureté de Zariski-Nagata 
X Théorème 3.1) pour voir que le lieu où Y' — * X' est ramifié est de pure 
codimension 1. Mais le lemme d'Abhyankar ([2], X Lemme 3.6) montre que ce 
morphisme n'est pas non plus ramifié en codimension 1. Il est donc étale, et 
comme X' est strictement local, c'est un revêtement trivial de X' . 

Comme Y' — > Y est séparé (car affine), la section définie par le morphisme 

Y — ► X' ci-dessus est une immersion fermée. L'égalité des dimensions, et le fait 
que Y et Y' sont réduits (car normaux), impliquent que cette section identifie 

Y à une composante irréductible de Y'. Donc le morphisme Y — > X' construit 
au départ est en fait un isomorphisme au dessus de X. Le groupe G = Autj^ Y 
s'identifie canoniquement à Autjç X' = fx r , et on conclut grâce au corollaire []] 
(ou plutôt, grâce à sa preuve, qui donne une version explicite de l'isomorphisme). 

□ 

Lemme 14. Soit Y — > X dans un objet de Kev D (X), Z — » X un objet galoisien 
de Rev^iX), de groupe G, dominant Y — > X , r les indices de ramification de 
Z — » X , H le groupe de Galois de Z — > Y . Le morphisme de champs [Z\H] — > 
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[Z\G] est étale, et composé avec lïsomorphisme canonique [Z\G] ~ {/T)/X 
défini dans la proposition EU il définit un objet de lim^ Cat Rev( yD/X) , qui 
est, à isomorphisme près, indépendant du choix de Z . 

Définition 13. On notera C(Y — > X) l'objet de lim Cat Rev(^/D/X) défini 
dans le lemme[Î4\ 

Il est clair qu'on a en fait défini un foncteur 

C : Rev D (X) -> limCatRev(-Ç/D/X) 



3.4 Le foncteur M 

Lemme 15. Soit r = (ri)jgj une famille d'entiers non divisibles par la carac- 
téristique p de k et T — > yD/X un revêtement étale. Soit N(T) la fermeture 
intégrale de X dans R(T)/R(y/T>/X) = R(X). 

(i) Il existe un unique morphisme de champs T — > N(T) faisant commuter le 
diagramme 

T >• N(T) 

t | 

</DjX ~X 

et ce morphisme est surjectif. 

(ii) Le morphisme canonique N(T) — > X est un revêtement modérément ra- 
mifié de X le long de D, et le foncteur obtenu 

Rev({/D/X) *~ Rcv D (X) 

commute au produit fibré. 

(iii) Si de plus T — » {/D/X est galoisien de groupe G, N(T) — » X l'est 
également, de multi-indice de ramification r' divisant r, et le morphisme 
N(T) — > [iV(T)|G] ~ y/D/X défini dans le lemme EU s'inscrit dans un 
diagramme cartésien : 

T ^N{T) 

\ □ \ 

tfàjx — - tykjx 

Démonstration. (i) Pour l'existence et l'unicité du morphisme : soit Tq — > T 
un atlas étale, et s, b : T\ =3 Tq le groupoïde correspondant. Il résulte 
de [2Î] Proposition 1.8.5 et [2] Exposé I, Corollaire 9.10, que T\ et Tq 
sont normaux. L'affirmation résulte alors de la propriété universelle de la 
fermeture intégrale ([Ï6] 6.3.9). 

Pour montrer la surjectivité, on peut supposer X = spec R, où R est un 
anneau. On pose R' = ,£?I- T '' 1 '"^ , où les (Tj)^ e i sont des indéterminées, 

et X' — spec R' (quitte à renommer /, on peut supposer qu'aucun des s* 
n'est inversible). D'après le corollaire Q] il existe un isomorphisme naturel 
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de champs sur X : yD/X ~ [X'|^t r ], Posons T' = X' Xfx'l/* ] c'est 
un atlas étale de T. De plus T' — > X est fini (car T' —y T et T — > X le 
sont) et JV(T) — > X est séparé (car affine), et donc T' — * iV(T) est fini, 
et en particulier entier. Comme ce morphisme est de plus dominant (car 
T' — > T est surjectif, et T — * iV(T) est birationnel) , il est surjectif, d'après 
le théorème de Cohen-Seidenberg. 

(ii) N(T) — » X est modérément ramifié le long de D : il faut vérifier les cinq 
conditions de la Définition 2.2.2 de [2 lj . 

1) N(T) — > X est fini : ça résulte de la finitude de la fermeture intégrale 
d'un anneau noethérien normal dans une extension séparable finie 
f[Ï2]. V, Proposition 18, Corollaire 1). 

2) N(T) — > X est étale au dessus de U = X — D : posons V = 
T x r/ D / x U, c'est un revêtement étale de U, et comme U est normal, 

V s'identifie d'après [20], Corollaire 18. 10. 12. à la fermeture intégrale 
de U dans R(V) = R{T), qui n'est autre que N(T) x x U. 

3) Toute composante irréductible de N(T) domine X : les composantes 
irréductibles de N(T) sont les mêmes que celle de son ouvert dense 
V, or V —y U étant étale, toute composante irréductible de V domine 
U. 

4) N(T) est normal : clair d'après [16] Proposition 6.3.7, ou simplement 
d'après la propriété universelle définissant N(T). 

5) Pour tout point générique x de D, N(T) est modérément ramifié 
au dessus de Ox.x ■ c'est également clair d'après (i), qui permet 
d'appliquer [2T] Lemma 2.2.5, vu qu'un revêtement de Kummer est 
modérément ramifié ([H] Example 2.2.4). On en tire également la 
propriété sur les indices de ramification du (in). 

Le foncteur obtenu commute au produit fibré : donnés T — * yD/X, 
T' — > yD/X deux revêtements étales, on a un morphisme canonique 
N(T x rfiïjj;T') -> N{T) x x N(T') (produit fibré schématique), comme 

ce morphisme est entier et birationnel, et N(T x yjïj x ~ T') est normal, il 
identifie N(T x r/^jj^ T') à la normalisation de N(T) x x N(T'), qui par 
définition est le produit fibré de N(T) et N(T') sur X dans Hevu(X). 
(ni) La première assertion résulte de la seconde affirmation de (ii). Pour la 
seconde assertion, il suffit de remarquer que le morphisme naturel T — > 
yD/Xx r Vj5^y N(T) est un morphisme birationnel de revêtements étales 

de yD/X, c'est donc un isomorphisme d'après [20], Corollaire 18.10.12. 

□ 

Le lemme [T5l permet de poser : 

Définition 14. On définit un foncteur M : lim CatRev(^/D/X) -> ReV D (X) 
swr Zes objets en posant, pour une famille r = (ri)ie/ d'entiers non divisibles 
par la caractéristique p de k : M(T —y yD/X) = N(T) — > X. 
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3.5 Conclusion 



Preuve de la proposition [H II suffit de montrer que le foncteur C est une équi- 
valence. 

Le fait qu'un revêtement modéré est par définition normal permet de dé- 
finir une transformation naturelle 1 — > MC, et la propriété universelle de la 
normalisation montre que c'est un isomorphisme. 

Le lemme fTÏÏI (u) permet à son tour de définir une transformation naturelle 
(T -» {/D/X) -» CM (T -» tfDjX) dans fim r CatRev( </D/X), et le point 

(m,) montre que c'est un isomorphisme pour T — * yD/X galoisien, et on en 
déduit que c'est vrai pour tout objet. Donc C et M sont des équivalences de 
catégories réciproques. 

□ 

4 Faisceaux localement constants et fibrés finis 
sur un champ de Deligne-Mumford 

Dans cette partie, on fixe à nouveau un champ de Deligne-Mumford locale- 
ment noethérien X. 

4.1 Topologies 

La définition suivante est une adaptation^ de [43], Lemme 1.2. 

Définition 15. On définit le site étale X et (resp. le site étale fini X et f) du 
champ X comme le site dont la catégorie sous-jacente a pour objets les mor- 
phismes représentables étales f : T — » X d'un champ de Deligne-Mumford vers 
X, a pour flèches les classes d'isomorphismes de couples {4>,a) 




où <p est un morphisme représentable, a un 2-isomorphisme, et dont les re- 
couvrements sont les familles épimorphiques (resp. les familles épimorphiques 
(Ti — > T)i<=i constituée de morphismes finis,). 

On parlera aussi de topologie étale pour X et , et de topologie étale finie 
globale pour X et / . 

Remarque 4 ([43] Lemme 1.2). On obtient une topologie équivalente à X et si 
dans la définition des objets, on impose à T d'être un schéma. 

8 je remercie l'auteur pour avoir fourni le fichier source de son texte, me permettant ainsi 
de reproduire les diagrammes 
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4.2 Systèmes locaux ensemblistes et groupe fondamental 

Zoonekynd ([43]) a remarqué que l'on pouvait interpréter la définition [Ï2l 
comme un cas particulier du groupe fondamental d'un topos donnée par Leroy 
(ES]). 

4.2.1 Systèmes locaux ensemblistes 

Définition 16 (|25J,|43J). Donné un topos T , on définit la sous-catégorie LC(T) 
(resp. LCF(T)) comme celle des objets localement constants (resp. localement 
constants finis) et SLC(T) (resp. SLCF(T)^ comme celle des unions disjointes 
d'objets de LC(T) (resp. de LCF(T) ). 

SLC(T) (resp. SLCF(T)) est un topos galoisien (resp. un topos galoisien 
fini). Si on suppose T connexe, et que l'on fixe un point géométrique x de 
T, on associe canoniquement à cette catégorie un progroupe strict ni (T, x) 
(resp. un groupe profini tti(T,x)), vérifiant SLC(T) ~ tti(T,x) — Ens (resp. 
SLCF(T) ~ 7fi(T, x) — Ens), les ensembles étant munis d'action continues des 
pro-groupes considérés. De plus (LCF(T),x*) est une catégorie galoisienne dont 
le groupe fondamental s'identifie à 7fi(T, x) — Ens. 

4.2.2 Systèmes locaux ensemblistes et revêtements 

On dispose d'un foncteur naturel CatRevX — > LCF(X et ) donné sur les 
objets par (Y — > X) — » Homx(-,F), où Honr>f(-, Y) est donné comme foncteur 
sur les objets par (T — » X) — > Homr(r, T Xy X). Pour voir que cela définit bien 
un préfaisceau d'ensembles, on peut, en utilisant la remarque[4j supposer que T 
est un schéma, mais ça résulte alors du fait que Y —y X est représentable, donc 
que T xy X est également un schéma. Le fait que Homx(-, Y) est effectivement 
un faisceau sur X et découle immédiatement du fait que c'est vrai lorsque X est 
un schéma (g], VII.2, [38]). 

On dispose également d'un foncteur naturel dans la direction opposée LCF(X et ) 
CatRcvX. En effet, soit p : Xq — » X un atlas étale, X\ = XqJ<x Xo, et 
s, b : Xi =4 -Xo le groupoïde correspondant. Soit E g objLCF(X e t), on peut 
l'interpréter (|38j. Example 4.11) comme un faisceau localement constant fini 
équivariant sur Xo, c'est à dire un couple (F, ip), où F G obj LCF(Xo et ), et 
4> : s*F b*F est un isomorphisme vérifiant^la condition de cocycle habituelle. 
L'équivalence de catégories usuelle LCF(Xi et ) ~ RevJQ pour i e {0,1}, per- 
met d'interpréter cette donnée comme un revêtement étale Yq — » Xq, muni d'un 
isomorphisme (j> : Xx^ s x Xa Y ~ X^ x Xo Y . En posant Y x = X^ x Xo Y , 
on obtient un nouveau groupoïde (pr2,pr2 ° 4> '■ Y\ ^ ^o) et l'on obtient ainsi 
un champ Y = \Y\ =$ Yq] et même en fait un objet de CatRevX. 

Théorème 5 ([43], Théorème 3.1). Les fondeurs ci-dessus définissent des équi- 
valence de catégories réciproques CatRevX ~ LCF(X eÉ ). 
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Corollaire 4. Si X est un champ de Deligne-Mumford connexe, et x : spec fi — > 
X un point géométrique, on a un isomorphisme naturel 

T?x(X et ,x) ~ 7ri(X,a;) 

Remarque 5. iri(X et ,x) porte le nom de groupe fondamental élargi de X (voir 
X 7.6 pour le cas d'un schéma). 

4.2.3 Interprétation à l'aide de la topologie étale finie globale 

Proposition 7. Soit X champ de Deligne-Mumford connexe. Le foncteur ShC(X, 
SLC(X et ) induit un isomorphisme de ShC(X et f) sur SLCF(X et ). En particu- 
lier, si x est un point géométrique, on a un isomorphisme naturel tt\ (X e t , x) ~ 

TTl{Xetf,x). 

Démonstration. Le morphisme de sites / : X et f — » X et induit un morphisme 
de topos (/*,/*) : X et X et f dont l'adjoint à gauche /* induit un foncteur 
fidèlement plein SLC(X et /) — » SLC(X et ), et dont on va montrer que l'image es- 
sentielle est SLCF(X et ). Via l'équivalence SLC(T) ~ tti(T, x) — Ens, ce foncteur 
s'interprète comme la restriction le long du morphisme ivi{X et , x) — > 7Ti {X et f, x). 

Soit d'abord E G obj LC(X e t/). Il existe une famille couvrante (Tj — * 
constituée de morphismes représentables étales finis telle que pour tout i € I, 
E| T . soit constant. L'image Ae Ti —> X est ouverte car le morphisme est étale, 
et fermé car il est fini, c'est donc ou X. On peut donc se ramener à une 
famille couvrante à un élément T — > X, revêtement qu'on peut supposer de plus 
galoisien. Soit G son groupe de Galois. Alors E correspond (via l'équivalence 
7Ti(X et f,x) — Ens ~ SLC(X e tf)) à un G-ensemble E, qui se décompose en 
E = ]Jj e jEj, ses orbites sous G. Chaque ensemble Ej est fini car G l'est, 

donc correspond (via l'équivalence iri(X et ,x) — Ens ~ SLC(X et )) à un Ej € 
objLCF(X et ). Donc E — Ujgj E i s'envoie sur un objet de SLCF(X ei ). 

Réciproquement si E G objLCF(X et ), alors le théorème [5] montre que E 
définit un revêtement Y — > X, dont une clôture galoisienne trivialise E, donc E 
vient bien d'un objet de LC(X et /). 

□ 

Corollaire 5. Si X est un champ de Deligne-Mumford connexe, et x : spec fi — > 
X un point géométrique, on a un isomorphisme naturel 

iri{Xetf,x) ~ m(X,x) 

4.3 La catégorie tannakienne des systèmes locaux de k- 
vectoriels 

Définition 17 (f34j. chapitre VI, 1.1.2). Donné un topos T connexe localement 
connexe, et un corps k, on définit la catégorie LC(T, k) des systèmes locaux de 
k-vectoriels de rang fini. 
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Si on choisit de plus un point géométrique x, c'est une catégorie tannakienne. 
Son groupe de Tannaka est alors l'enveloppe fc-algébrique du progroupe strict 
7i"i (T, x), au sens suivant. 

Proposition 8 ([SI], chapitre VI, 1.1.2.1). Si tti(T,x) = (Gi) ie i et Hi est 
l'enveloppe k-algébrique de Gi, alors le groupe de Tannaka de (LC(T, k),x*) est 
canoniquement isomorphe à hm. e/ Hi. 

On déduit du corollaire [5] et de la proposition [8] : 

Corollaire 6. Soit X un champ de Deligne-Mumford connexe, et x un point 
géométrique. Le groupe de Tannaka de (LC(X e t/, fe), x*) est canoniquement iso- 
morphe au groupe fondamental profini ni(X, x). 

Remarque 6. 1. Il vaudrait mieux ici parler du k- groupe proconstant asso- 
cié à tti(X, x). 

2. Le groupe de Tannaka de (LG(X e t,k),x*) est, d'après ce qui précède, iso- 
morphe l'enveloppe k-algébrique du groupe fondamental élargi de X. 

Lemme 16. Soit X champ de Deligne-Mumford connexe. Si V G obj LC(X e {/, k), 
alors il existe un revêtement Y — > X de X trivialisant V. 

Démonstration. C'est immédiat à partir du corollaire [H □ 

4.4 Foncteur à la Riemann-Hilbert 
4.4.1 Définition 

Donné un champ de Deligne-Mumford X, on peut définir la catégorie Vect X 
des fibrés vectoriels sur X comme la catégorie [X, Vect] des morphismes de 
champs de X vers le champ Vect des fibrés vectoriels, parfois appelés représen- 
tations du champ X, c'est le point de vue que l'on a adopté jusqu'à présent. 

La théorie de la descente des fibrés vectoriels (et plus généralement des 
faisceaux quasi-cohérents [2]) fournit un point de vue alternatif, en effet les 
faisceaux de Ojf -modules T sur X et , tels qu'il existe un atlas étale X' — ► X, 
tel que T\x> est libre, forment une catégorie équivalente ([21], chapitre 13). 
On utilisera librement cette équivalence par la suite. La définition suivante est 
inspirée de [34] VI 1.2.4. 

Définition 18. Soit X un champ de Deligne-Mumford localement noethérien 
sur un corps k. On définit le foncteur à la Riemann-Hilbert 

RH : LC(ièT/, k) -> Vect X 

comme le foncteur composé du foncteur canonique LC(X e t/, k) — * LC(X e t, k) 
et du foncteur hC(X et , k) — > Vect X donné sur les objets par V — > Ox <8>/c V. 
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4.4.2 Propriétés du foncteur RH 



Proposition 9. Soit X un champ de Deligne-Mumford localement noethérien 
sur un corps k. 

1. Le foncteur RH est fidèle. 

2. Si X est de plus complet, réduit, et k est algébriquement clos, il est fidè- 
lement plein. 

Démonstration. Pour V € obj ~LC{X e tf, k), on note <fix,v ■ V — > Ox ®k V 
le morphisme de faisceaux sur X e ±f défini à partir du morphisme canonique 
k — > Ox- Quitte à remplacer V par Hom(V, W), il suffit de voir : 

1. H°(X,<j)x,v) est injectif. 

2. Si X est complet et réduit sur k algébriquement clos, H°(X, 4>x.y ) est 
bijectif. 

Le premier point est évident car k — » Ox est injectif, et les foncteurs • ®k V 
et H°(X, •) sont exacts à gauche. 

Pour le second point, X étant localement noethérien (ce qui assure que les 
composantes connexes sont ouvertes), on peut supposer X connexe. Le lemmefïïïl 
donne l'existence d'un revêtement ir : Y — > X trivialisant V. On peut supposer 
7r galoisien de groupe G. 

On a alors un diagramme commutatif : 

_! p^r 1 

^H°{X,V) *H°(Y, 7r- x V) !" H°(Y x x Y^V) 



H°(X,0x,v) 



H o (V : yir _ lv ) 



pr 2 1 



H°(yx x y : </. Y 



^ H°(X, Ox ®fc V) — ^ iï°(y, Oy ® fc tt-^) ff°(Y x x F, Oyx. x y ®fe p- x V) 

p^î 

où p désigne le morphisme canonique p : Y x x Y — > X. 

Y étant encore propre (car fini sur X) et réduit (|2j I Proposition 9.2) on s'est 
donc ramené au cas où V est trivial. On peut à nouveau supposer X connexe, 
et donc V = s^V, où Sx : X — » speck est le morphisme structurel, et V un 
fc-vectoriel de rang fini. On est alors immédiatement ramené à V = k, et il s'agit 
de voir que le morphisme naturel k —y H°(X,Ox) est un isomorphisme, mais 
ça résulte du fait que X est propre, réduit, connexe, et k algébriquement clos. 

□ 



4.5 Fibrés finis 

Définition 19. On appellera schéma tordu un champ de Deligne-Mumford X 
admettant pour espace des modules un schéma M, tel qu'il existe un ouvert 
dense U de M , tel que X — > M soit un isomorphisme en restriction à U . 

On adapte les définitions de [32], [33] au cas d'un schéma tordu X modéré 
(au sens de [7j, définition 2.3.2) réduit sur un corps k, dont l'espace des modules 
M est propre et connexe sur k. 
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Définition 20 (|32j. [33]). Un faisceau localement libre £ sur X est dit fini 

s 'il existe deux polynômes distincts P,Q à coefficients entiers positifs tels que 
P(£)~Q(£). 

Pour identifier l'image essentielle du foncteur RH, on va suivre la stratégie 
de Nori, qui consiste à plonger la catégorie des fibrés finis dans la catégorie 
abélienne des fibrés semi-stables sur X. 

Définition 21. Une orbicourbe dans X est un morphisme birationnel sur son 
image yD/C — > X , où C est une courbe projective, connexe, et lisse sur k, 
D = (Dj)jgj un ensemble de diviseurs de Cartier effectifs réduits sur C. 

Définition 22 (|32j. [33]). Un faisceau localement libre £ sur X est dit semi- 
stable s'il est semi-stable de degré en restriction à toute orbicourbe dans X. 
On notera SSo^ la sous-catégorie pleine de VectX des faisceaux localement 
libres semi-stables sur X. 

Proposition 10. La catégorie SSo X est une catégorie abélienne. 

Démonstration. La preuve est identique à celle de |32j, Lemma 3.6, (b) : étant 
donné un morphisme / : £ — ► £' dans SSo X, le point clé est de voir que ker / et 
coker / sont localement libres. Il est aisé de voir qu'ils sont sans torsion^, et donc 
localement libres si X est une orbicourbe. Dans le cas général, X étant réduit 
cela revient à voir que la fonction qui à un point géométrique x : spec k — > X 
associe le rang de x* f : x*£ — > x*£' est constant sur X. Or, le cas particulier 
envisagé ci-dessus montre que cette fonction est constante sur toute orbicourbe 
dans X. On peut donc conclure à l'aide du lemme suivant : 

Lemme 17. La relation d'équivalence sur les points x : spec /c — » X engendrée 
par x ~ x' s'il existe une orbicourbe dans X dont l'image contient x et x' admet 
une unique orbite. 

Démonstration. Dans le cas où X est un schéma, on se ramène au cas où X est 
projectif sur k grâce au lemme de Chow ([16j, 5.6), où c'est un fait classique. 

Dans le cas général, on note U comme dans la définition [Ï9] un ouvert de 
l'espace de modules M de X tel que la flèche X — > M de X vers son espace 
de modules M soit un isomorphisme en restriction à U. Soit y, y' les images 
respectives de x, x' dans M, on peut supposer que y G U. D'après le cas par- 
ticulier ci-dessus, il existe une courbe C dans M (au sens de |32| . ou de la 
définition 12 lj) contenant y et y'. Le champ de Deligne-Mumford C x m X ad- 
met C pour espace des modules, et il en est de même de (C x m X) re d ([7] 
Lemma 2.3.3 ou [6] Corollary 3.3). D'après [Ï4], Theorem 4.1, on a un isomor- 
phisme (C ~x m X) re d — yD/C sur X pour un choix convenable d'une famille 
D de diviseurs effectifs et d'une famille d'entiers naturels r. Comme on dis- 
pose d'un morphisme birationnel surjectif ^/D re d/C — * yu/C, comme de plus 

9 les arguments généraux de |37j . §3 s'appliquent ici, à l'aide de [10) . §5 pour les adapter au 
cas des orbicourbes ; comme c'est par ailleurs bien connu dans le cadre -équivalent- des fibrés 
paraboliques sur les courbes (voir [36]), nous ne rentrons pas dans les détails 
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(C Xm X) rec i est birationnel sur son image dans X et que celle-ci contient x et 
x' , on a terminé. 

□ 
□ 

Proposition 11. Tout fibré fini sur X est semi-stable. 

Démonstration. Comme la restriction d'un fibré fini l'est encore, il suffit de le 
vérifier sur les orbicourbes. Mais on peut alors adapter la preuve de |32j au cas 
des orbicourbes : voir [TU], Proposition 6. □ 

Définition 23 ([32], [33]) • Un faisceau localement libre £ sur X est dit essen- 
tiellement fini si c'est un quotient de deux sous-fibrés semi-stables d'un fibré 
fini. On notera EFX la sous-catégorie pleine de SSo X des faisceaux localement 
libres essentiellement finis sur X . 

Théorème 6. Soit X un schéma tordu modéré et réduit sur un corps k, dont 
l'espace des modules M est propre et connexe sur k, et x G X(k) un point 
rationnel. La paire (EFX,x*) est une catégorie tannakienne. 

Démonstration. Compte tenu de la proposition [TÔl la preuve est la même que 
celle donnée dans |32j, §3. □ 

Corollaire 7. Si on suppose, en plus des hypothèses du théorème 0, que k est 
algébriquement clos de caractéristique 0, alors tout fibré essentiellement fini est 
fini, etje fondeur RH induit une équivalence de catégories tensorielles entre 
hC(X e tf , k) etFX. En particulier (FX,x*) est une catégorie tannakienne dont 
le groupe est canoniquement isomorphe à m (X, x) . 

Démonstration. Soit V 6 obj LC(X et f, k). Le fait que RH(V) soit fini résulte du 
lemmefïïïl: si n : Y — * X est un revêtement galoisien de groupe G trivialisant V, 
il existe une représentation V de G sur le corps k telle que 7r _1 V = Vy. On suit 
alors l'argument de [32J Proposition 3.8 : cette représentation se plonge dans un 
fc[G]-module libre et est donc essentiellement finie, comme la caractéristique de 
k est 0, elle en en fait finie. Or le morphisme naturel RH(V) — > nf(Oy ®k V) 
est un isomorphisme, et donc RH(V) est lui-même fini. 

La proposition [9] montre que le foncteur RH est fidèlement plein. 

Soit à présent £ un fibré essentiellement fini. Soit < £ > la sous-catégorie 
tannakienne engendrée, et G son groupe de Tannaka (i.e. le groupe d'holonomie 
de S). Comme £ est essentiellement fini, G est un schéma en groupe fini sur 
k ([32] Theorem 1.2), comme ce corps est de caractéristique 0, G est réduit 
d'après un théorème de Cartier ([39], Chapter 11), donc étale, et k étant de plus 
algébriquement clos, G est donc constant. 

Le foncteur tensoriel G Rep — » Vect X correspond d'après [32] Proposition 
2.9 à un G-revêtement ir : Y — » X, et £ s'identifie via l'équivalence < £ >~ 

10 qui, du fait de sa fonctorialité, vaut aussi pour les champs de Deligne-Mumford, voir sur 
le sujet [26] 
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GRcp à une représentation V de G. Si V est le système local correspondant, on 
a vu ci-dessus que RH(V) est isomorphe à ^{Oy V), lui-même isomorphe 
à £. D'où les deux premières assertions. 

La dernière résulte alors du corollaire [6l □ 

5 Théorème de Weil-Nori 

5.1 Fibrés paraboliques modérés 

Soit X un schéma localement noethérien sur un corps k, D une famille de 
diviseurs irréductibles à croisements normaux simples sur X. 

5.1.1 Fibrés paraboliques finis 

Définition 24. 1. On définit la catégorie Par(X, D) des fibrés paraboliques 
modérés sur (X, D) par : 

Par(X, D) = lim Pari (X, D) 

r 

où les multi-indices varient parmi les familles r = (r;)i<=/ d'entiers non 
divisibles par la caractéristique p de k. 

2. Par(X, D) est munie d'un produit tensoriel vérifiant, pour £. , £[ € obj Par i (X, D), 
la formule de convolution suivante : 

{£.®£'.) m = / 

où J désigne la cofin (coend), voir ¥2. 1 . 2\ 

3. Un fibré parabolique modéré £. sur (X, D) est dit fini s'il existe deux poly- 
nômes distincts P,Q à coefficients entiers positifs tels que P(£.) — Q{£ ). 
On notera FPar(X, D) la catégorie des fibrés paraboliques modérés sur 
(X,D). 

Remarque 7. Ces notions sont compatibles, via l'équivalence Vect(yD/X) ~ 
Pari(X, D) du théorème^, avec les notions champêtres du |^.5[ voir Jlù)/ - 

5.1.2 Fibrés paraboliques essentiellement finis 

Définition 25. 1. Un fibré parabolique modéré £. sur (X, D) à poids mul- 
tiples de | est dit semi-stable si le faisceau localement libre sur {jTijX as- 
socié par la correspondance du théorème\M est semi-stable au sens de la dé- 
ftnition[2Ë. On notera SSo Par(X, D) la sous-catégorie pleine de Par(X, D) 
dont les objets sont semi-stables. 

2. Un fibré parabolique modéré semi-stable £. est dit essentiellement fini si 
c'est un quotient de deux sous-fibrés paraboliques modérés semi-stables 
d'un fibré parabolique modéré fini. On notera EFPar(X, D) la sous-catégorie 
pleine de SSo Par(X, D) dont les objets sont essentiellement finis. 
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Remarque 8. 1. La définition de s emi- stabilité est indépendante du choix 
de r. 

2. Il serait intéressant de donner une définition de la semi-stabilité ne faisant 
intervenir que la topologie de Zariski. 

5.2 Lien avec le groupe fondamental 

5.2.1 Énoncé 

Théorème 7. Soit X un schéma propre, normal, connexe sur un corps k, D 
une famille de diviseurs irréductibles à croisements normaux simples sur X , 
D = Uigj-Dj, x G X(k) un point rationnel, x (£ D. 

(i) La paire (EFPar(X, D), x*) est une catégorie tannakienne. 

(ii) Si k est algébriquement clos de caractéristique 0, tout fibré parabolique mo- 
déré essentiellement fini est fini, et le groupe de Tannaka de (FPar(X , D), x*) 
est canoniquement isomorphe au groupe fondamental tti(X — D,x). 

Démonstration. On commence par remarquer que yDjX est normal ([S], Pro- 
position 1.8.5). 

(i) Ceci résulte alors des théorèmes [2] et [6l 

(ii) La première assertion découle du théorème [2] et du corollaire [71 Pour la 
seconde, notons ir ce schéma en groupe. Alors ir ~ hm r 7r r , où 7r r est le 
groupe de Tannaka de la catégorie (FPari (X, T)),x*), avec des notations 
évidentes. D'après la propo sition [H il suffît de voir qu'on a des isomor- 
phismes naturels ir r ~ tti({/T>/X,x), compatibles avec les systèmes pro- 
jectifs (vu qu'on est en caractéristique zéro, on a un isomorphisme naturel 
7Ti (X— D, x) ~ 7rf(X, x) donné, au niveau des revêtements, par le foncteur 
de normalisation). On conclut donc en appliquant à nouveau le théorème 
[2] et le corollaire [Jj 

□ 

5.2.2 Schéma en groupe fondamental modéré 

On est naturellement conduit à poser : 

Définition 26. Avec les notations du théorème on appellera schéma en 
groupe fondamental modéré de (X,D) le groupe fondamental tt d (X,x) de la 
catégorie tannakienne (EFPar(X, D), x*). 

Remarque 9. 1. Ce schéma en groupe % (X, x) est une limite inverse de 
schémas en groupes finis, se spécialise sur le schéma en groupe fondamen- 
tal de Nori (JÏÏ2^) lorsque D = 0, et sur le groupe fondamental modéré de 
Grothendieck-Murre (]21^) lorsque k est algébriquement clos de caracté- 
ristique 0, d'où son nom. 
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2. Lorsque k est quelconque, les arguments de corollaire^ montrent qu'on a 
un morphisme ir D (X,x) — » 7rf(X, x) qui est un épimorphisme lorsque k 
est algébriquement clos. 

3. Toutefois, il conviendrait de préciser la nature des "torseurs modérément 
ramifiés" que ir D (X,x) classifie. 

6 Application au calcul de fîbrés paraboliques fi- 
nis de groupe d'holonomie résoluble 

6.1 Introduction et notations 

On reprend les hypothèses de la partie 0: X est un schéma propre, normal, 
connexe sur un corps k, qu'on suppose de plus algébriquement clos de carac- 
téristique 0, D une famille de diviseurs irréductibles à croisements normaux 
simples sur X, D = Ui 6 _r-Di, x G X(k) un point rationnel, x £ D. Le but de 
cette partie est d'utiliser le théorème [7] pour construire explicitement certains 
objets de FPar(X,D). 

Puisqu'on est en fait intéressé par le groupe fondamental modéré de X—D, on 
évite bien sûr de construire un tel fibré parabolique fini à partir d'un revêtement 
de Y — » X modérément ramifié le long de D le trivialisant. L'idée de la méthode 
présentée est de n'utiliser que des sous-revêtements d'un tel Y — » X, et repose 
essentiellement sur la proposition [321 Cette observation est inspirée par une 
transcription directe de la méthode des petits groupes de Wigner et Mackey de 
la théorie des représentations à la théorie des revêtements, rendue possible grâce 
au théorème [7l 

Par la suite, on note X = yD/X le champ des racines. 

6.2 Compléments sur les fibrés finis 

On commence par quelques remarques générales concernant les fibrés finis. 
Comme la structure parabolique n'entre pas vraiment en jeu, ce qui va être dit 
est aussi valable dans la situation classique où X est un schéma, propre, réduit 
et connexe sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0. Dans cette 
situation, il suffit de remplacer l'utilisation du théorème [7] par le théorème de 
Nori originel |32j . 

6.2.1 Image directe d'un fibré fini 

La base de la méthode pour construire des fibrés finis est la remarque élé- 
mentaire suivante : 

Proposition 12. Soit p : y — > X un revêtement étale. Si T G obj Fy, alors 
p*T e obj FX. 

Démonstration. On peut choisir y connexe, et aussi un point y G y(k) au dessus 
de x. 
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Soit G un groupe fini, B k G = [spcc/c|G] le champ classifiant, 7rf*(Af,a;) — * G 
un morphisme, Z — * X le revêtement galoisien associé, correspondant aussi à un 
morphisme m : X — > -BfcG. Alors le foncteur RH induit une équivalence entre la 
catégorie GRep des représentations de G et la catégorie FzX des fibrés finis sur 
X trivialisés par Z—>X.SiV est une représentation de G, et V est le système 
local sur X et associé, alors cette correspondance associe à y le fibré Ox ® k V, 
qui est canoniquement isomorphe à m*V . 

On choisit à présent un morphisme irf{y,y) — > A, tel que le revêtement 
galoisien associé Z — > y trivialise J 7 , et tel que le revêtement composé Z — > X 
soit galoisien, de groupe G. D'après ce qui précède, il existe une représentation 
W du groupe A telle que T ~ (8& W. La proposition résulte alors du 

Lemme 18. p*{Oy (g> k W) ~ O x (g> k V où V = Ind^ W. 

Démonstration. Il s'agit d'une formule de changement de base dans le dia- 
gramme cartésien : 

y >■ B k A 

X ^B k G 

□ 
□ 

Dans la pratique, il est utile de savoir calculer le produit tensoriel de deux 
fibrés finis obtenus par la méthode de la proposition 021 Pour cela, il suffit 
d'adapter à ce contexte les formules classiques, dues à Mackey, donnant le pro- 
duit tensoriel de deux représentations induites comme somme directe de repré- 
sentations induites (voir par exemple [15] §44). On obtient ainsi : 

Lemme 19. Soit Z — » X un revêtement galoisien connexe, G le groupe de 
Galois, H\, H2 deux sous-groupes. Pour i G {1,2}, on note pi : yi X le 
revêtement intermédiaire correspondant au sous-groupe Hi, et Ti G objFzJ-î- 
De plus pour g G G, on note p g : y g — > X le revêtement correspondant au 
sous-groupe H\ n gH^g et q g ^ : y g — > 3^ le morphisme naturel. Alors 

PU?l ®O x P2^2 ^ ^gtH^G/HzPgMl,!^ ®0 Xg 1g, 2?*) 

Démonstration. On a un isomorphisme naturel de -BfcG-groupoïdes B k H\ x s k G 
B k H2 — W.h 1 \g/h 2 Bk(Hi H gHig~ x ). En le tirant par le morphisme X — > B k G 
définissant Z — > X, on obtient un rY-isomorphisme y± x^3^2 — \1h 1 \g/h 2 -^f ^ e 
plus si p : y% x x y2 —> X est le morphisme canonique, la formule de changement 
de base donne pi^Tx ® pv^Ti — p*(pr| T\ ® pr^ T%), d'où la formule annoncée. 

□ 
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6.2.2 La méthode des petits groupes de Wigner et Mackey 

Comme application de la partie précédente, on décrit les fibrés finis associés 
à une extension triviale d'un revêtement galoisien par un groupe abélien. 

On se donne donc un revêtement galoisien connexe Z — > X de groupe G = 
A K H, où H est quelconque, et A est abélien, d'exposant n premier à l'ordre de 
H. On note y — > X le revêtement intermédiaire correspondant à A, et on fixe 
un point z € Z(k) au dessus de x, d'image y dans y(k). D'après la dualité de 
Tannaka, on a une équivalence naturelle Fz y — ARep. En particulier le groupe 
Picz y des classes d'isomorphisme de fibrés inversibles sur y trivialisés par Z 
est canoniquement isomorphe au groupe A des caractères de A, et détermine 
complètement Fzy. 

Le but est de décrire complètement la catégorie tannakienne Fz X en fonc- 
tion de F y X' (pour les extensions X 1 intermédiaires entre y et X) et de Picg y. 
On commence par décrire la structure additive. 

On remarque qu'on a une action naturelle de H sur A ~ Pic^^- Alors 
l'inclusion Fïczy C H^ t (y,fi n ) est iï-équivariante. Soit L un fibré inversible 
sur y trivialisé par Z . On note Hc le stabilisateur de sa classe dans Picz y, 
et ne ■ y — ► y /Hc le morphisme quotient. Comme celui-ci est étale, on dispose 
de la suite spectrale de Hochschild-Serre, qui s'écrit ici : 

HP(H c ,H«(y,» n )) =► W*{y/Ec,v n ) 

L'hypothèse que n est premier à l'ordre de H et la suite exacte des termes 
de bas degré associée à la suite spectrale montrent que Hg t (y /Hc, M«) — 
Hl t (y, fi n ) c , et donc il existe, à isomorphisme près, un unique fibré inversible 
de n-torsion L sur y / Hc tel que C ~ tt c L, On note de plus pc ■ y /Hc — * X le 
morphisme canonique. 

Proposition 13. 1. Soit L un fibré inversible sur y trivialisé par Z et £ € 
°bj Fy(y/Hc). Le fibré pc*{C® £) sur X est fini. 
2. Lorsque C varie dans un système de représentants de (Pic.2 y) /H et £ 
varie dans une base de générateurs additifs de Fy{y / Hc), ces faisceaux 
forment une base de générateurs additifs de FzX. 

Démonstration. 1. C'est une application directe de la proposition [Ï2l 

2. C'est, en fait, via la correspondance de Tannaka entre fibrés finis et repré- 
sentations du groupe fondamental (corollaire [7]) , un problème de théorie 
des groupes, pour lequel on renvoie à [35], 8.2, Proposition 25. 

□ 

La structure tensorielle de Fz X est alors complètement déterminée par le 
lemme [T9l 

6.2.3 Fibrés finis de groupe d'holonomie résoluble 

En poursuivant la même idée, on voit que la méthode conduit au calcul des 
fibrés finis dont le groupe d'holonomie (i.e. le groupe de Tannaka de la catégorie 
tannakienne engendrée) est résoluble. 
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En effet, soit p : y —y X un revêtement connexe, étale, galoisien de groupe 
d'automorphismes H, et y G y(k) un point au dessus de x. On note Vic(y)[n] 
la sous-catégorie pleine de Fy dont les objets sont les fibrés inversibles de n- 
torsion, où n > 1 est un entier. 

Donné un groupe (abstrait, ou profini) 7r, on note D n (ir) le noyau du mor- 
phisme de groupe tt — > 2—, c'est un sous-groupe caractéristique. 

Lemme 20. Le groupe de Tannaka de la catégorie tannakienne engendrée par 
l'image du joncteur p* : Vic(y)[n] —y FX est canoniquement isomorphe à 

n 1 (X x) 

Démonstration. Le morphisme canonique tt\ (X, x) — > D *(£*(y \)) corres P° n d 
à un nouveau revêtement étale, galoisien, connexe y' —y X, muni d'un point 
géométrique y' G y'(k) au dessus de x, et dominant y — > X. Par dualité de 
Tannaka, la catégorie Rep D^T^§yj) est can0mc iuement isomorphe à la catégo- 
rie FyiX des fibrés finis sur X trivialisés par y'. Or, soit £ un tel fibré, p*£ est 
un objet de Fy>y, dont le groupe de Tannaka est isomorphe à 7ri ^^ — , donc 
est abélien et de n-torsion. On peut donc écrire p*£ ~ ©i=iA : où les £, sont 
dans Vic(y)[n}. Mais comme k est supposé de caractéristique 0, £ ~ p^p*£ est 
un facteur direct de p„p*£ ~ QfLjjuA. □ 

On garde les notations de la preuve, en particulier y' est le plus grand revê- 
tement abélien n-élémentaire de y. Soit de plus A le dual de Cartier du groupe 
Pic°(3^)[n]. La théorie de Kummer usuelle affirme que 7Tl ^' yS> — ~ A. L'avan- 
tage de la méthode utilisée ici, qui peut être vue comme une version relative 
de la théorie de Kummer, est qu'elle donne une interprétation tannakienne du 
groupe G = D ^^§^y\ '■ s i l' on sa it calculer la catégorie tannakienne engendrée 
par l'image du foncteur p* : Vic(y)[n] —y FX, on sait déterminer G comme 
extension de H par A. 

On peut en particulier itérer le procédé, en partant de {y, y) = (X,x), 
et en choisissant une suite d'entiers ri\,- ■■ ,n m , ce qui conduit au calcul des 
quotients -g — ■^d' X {tt > 1 (x x)) • ^ a nm ite naturelle de la méthode est bien le plus 
grand quotient pro-résoluble ■n\ es (X 1 x) de m(X,x), vu qu'on obtient ainsi un 
sous-ensemble cofinal de l'ensemble de ses quotients finis. 

6.3 Fibrés paraboliques finis de groupe d'holonomie réso- 
luble 

6.3.1 Fibrés paraboliques finis obtenus comme image directe le long 
d'un morphisme modérément ramifié 

On conserve les notations de la partie 16.11 

Soit p : Y — > X dans obj Rev D (X), avec Y connexe. On note (Ej)j^j la fa- 
mille des composantes irréductibles (munies de la structure réduite) de p^ 1 {D). 
Soit Z —y X une clôture galoisienne, (ï"j)j 6 j (respectivement (sj)jçj) la famille 



38 



des indices de ramification de la famille (Di)i 6 j (respectivement (Ej)jçj) dans 
Z. 



Lemme 21. Le morphisme naturel q : ^/E| Y — > {/T>\X est fini étale. 

Démonstration. Ceci résulte du lemme d'Abhyankar. En effet si G (respective- 
ment A) est le groupe de Galois de Z — > X (respectivement Z — ► Y) le lemme fÏ3l 
montre que q s'identifie au morphisme entre champs quotients [Z\A] — > [Z|G], 
qui est fini étale, car obtenu par changement de base à partir du morphisme des 
champs classifiants B^A — > B^G par le morphisme [Z\G] — > -BfcG correspondant 
au G-torseur Z —*■ [Z\G], □ 

On peut donc utiliser la proposition [Ï2] pour construire des fibrés parabo- 
liques finis. De plus, ces fibrés finis sont explicitement calculable^]] grâce à la 
proposition 12.4.91 

Plus précisément, si on veut calculer des fibrés paraboliques finis de groupe 
d'holonomie résoluble, on peut appliquer le lemme [201 aux champs des racines. 
Ainsi, il est naturel d'essayer de déterminer la n-torsion Pic(-\/D/AT)[n] du 
groupe de Picard des champ des racines, pour n > 1 entier, ce qui est l'objet de 
la partie suivante. 

6.3.2 Fibrés inversibles de torsion sur les champs des racines 

Le foncteur de Picard des champs algébriques a été récemment étudié par 
S.Brochard (voir [13]). Il a en particulier montré qu'on pouvait en étudier la 
composante neutre comme dans le cas classique des schémas. On rappelle briè- 
vement les définitions dont on aura besoin. 

Définition 27. 1. Deux faisceaux inversibles L et £' sur le champ X sont 
dits algébriquement équivalents s'ils sont équivalents pour la relation d'équi- 
valence engendrée par la relation : C ~ C s'il existe un k-schéma connexe 
de type fini T, des points géométriques t, t' : spec Q — y T, un faisceau 
inversible M. sur X Xj. T , et des isomorphismes (C Xj. T)\ Xt — -M.\x t > 
(£' x k T) {Xt , ^M\ Xtl . 

2. On note Pic X le sous-groupe des éléments [C] de Pic A" tels que C est 
algébriquement équivalent à Ox- 

3. On appelle groupe de Néron-Severi le groupe NS(X) — Pic Xj Pic X. 
4- Si T(A) désigne la torsion du groupe abélien A, on note 

Pic r X = ker(PicA" -► NS(Af)/T(NS(AT)) 

Lemme 22. 1. Pic A n Pic y/D\X = Pic X 
2. Pic X n Pic r tfD\X = Pic T X 

11 dans la mesure où l'on sait déterminer l'image directe d'un fibré vectoriel usuel par p, 
mais ce problème peut-être pris en charge par le théorème de Grothendieck-Riemann-Roch. 
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Démonstration. 1. On note comme d'habitude tt : {/D\X —> X le mor- 
phisme vers l'espace des modules, et X = yD\X. Soient £, £' deux 
faisceaux inversibles sur X tels que n*£ ~ tt*£', T un fc-schéma connexe 
de type fini, t, t' : specfi — * T des points géométriques, M un faisceau 
inversible sur X Xj. T, et des isomorphismes (ir*£ T)|^ t ~ -M\x t , 
(ir*C Xfe T)| v, — M.\ x ,. Alors (ir x^ T)*.A/1 est un faisceau inversible sur 
X x k T : en effet il est localement libre comme image directe d'un faisceau 
localement libre par un morphisme fini et plat, et comme ir est généri- 
quement un isomorphisme, son rang est 1. En appliquant les formules de 
changement de base pour un morphisme affine ou le long d'un morphisme 
plat on obtient des isomorphismes naturels (£xkT)\x t — ({'^'XkT)*-M)\x t , 
(£' x fe T)\x t , — ((tt x fe T)*M)\x t ,, ce qui montre que £ ~ £' . 

2. C'est une conséquence claire du premier point et des définitions. 

□ 

On a donc des monomorphismes canoniques 



Pic {/B\X Pic T {/D\X Pic {/D\X 
Pic°X ^ Pic T X ^ PicX 

Pic( 



On rappelle (corollaire [3|) qu'on a un isomorphisme canonique — pic x 

n £ 

l i-iei n ' 
On note 




les sous-groupes associés aux images des monomorphismes ci-dessus. 

Comme X est propre sur le corps algébriquement clos k, le groupe NS(X) 
est de type fini (|3J, XIII, Théorème 5.1), ce qui prouve qu'il en est de même 
pour NS(yD|X) et donne un sens à l'énoncé suivant. 

Proposition 14. Soit n premier à #T(NS(X)). Il y a une suite exacte natu- 
relle : 



-* Pic(X)[n] -* Pic(^/D|X)[n] -* _Q — [n] -» 

W r V 

Démonstration. D'après les définitions, on a clairement Pic T (X)[n] = Pic(X)[n] 
et Pic T ( {/D\X) [n] = Pic ( </ËPÔ N • 

Pour conclure, on doit justifier que Ext z (Z/n, Pic T (X)) = 0. Or (voir par 
exemple @Ô] 3.3.2) Ext^fZ/n, Pic T (X)) ~ Pic T (X)/nPic r (X), et on peut conclure 
en appliquant le foncteur ^ <g>z • à la suite exacte : 

-► Pic°(X) -► Pic T (X) -> T(NS(X)) -> 

En effet Pic°(X) est un groupe divisible : comme X/k est complet le foncteur 
de Picard Pic x /k est représentable par un schéma ([30]). comme X est de plus 
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normal (Pic x / k ) re d est une variété abélienne sur k (|18j. 236, Corollaire 3.2), et 
on peut appliquer [29] II, §6, Application 2. 

□ 

Remarque 10. On a une interprétation assez directe en termes de revête- 
ments : si Y — > X est le revêtement étale galoisien de groupe abélien n- élémentaire 
maximal pour ces propriétés, et de même Z —> X en remplaçant étale par modé- 
rément ramifié de multi-indice divisant r, alors par dualité de Tannaka on voit 
que la suite exacte duale (pour la dualité de Cartier) de la suite exacte précédente 
est isomorphe à la suite exacte des groupes de Galois de la tour Z — » Y — » X . 

6.3.3 Un exemple explicite 

L'exemple le plus simple possible de construction de fibré parabolique fini 
indécomposable de rang plus grand que 1 est le suivant. 

On considère le morphisme p : Y = P 1 — * X = P 1 donné par l'équation 
y 2 = j^j-, il est modérément ramifié le long du diviseur (0) + (1), avec indices 

de ramification 2. p induit un morphisme fini étale q : Y — > (2 '^/ (0, 1)\X, et par 
changement de base on en déduit un morphisme fini étale r : (3,3 i>/ (1, — lJfF — > 
^■V(0,l,oo)|X. 

A présent la proposition [Ï4l montre que Pic°( (3 ' 3 ^(1, -1)\Y) ~ (f x §) T , 
et on voit facilement que 

r^y=^x?y=kerMx^§) 

V3 3 J V 3 3 / V 3 3 z / 

où S désigne la somme, donc Pic°( (3 ' 3 ^y (1, — l)\Y) est cyclique d'ordre 3. Pour 
y S {1, —1}, soit J\f y une racine cubique de Oy((y)) sur (3,3 ^/ (1, — et soit 
C = Afi Af-x- Alors le fibré r*(£) est un fibré fini indécomposable de rang 2 
sur <2 - 2 'V(0,l,oo)|A. 

Le fibré parabolique correspondant a été considéré par L.Weng, voir [42] . 
Appendix, §6, dans le langage du à Seshadri. Il nous semble que la description 
fournie ici en termes de champs des racines permet de préciser la description 
des drapeaux donnée par l'auteur, facilite le calcul de la structure tensorielle 
de la catégorie tannakienne engendrée (naturellement, dans ce cas précis, le 
groupe fondamental est isomorphe au groupe symétrique ©3), et enfin, donne 
une méthode de construction des fibrés paraboliques finis de groupe d'holonomie 
résoluble. 

6.3.4 Problème ouvert 

Dans [H] est donnée une preuve algébrique du théorème de structure du 
groupe fondamental pro-résoluble Tr[ es (X — D, x) pour X une courbe projective 
et lisse sur un corps k algébriquement clos de caractéristique , et D un diviseur 
(non vide) sur celle-ci. Peut on utiliser le lemme [20] pour donner une preuve 
alternative ? 
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A 2-limite inductive filtrée de catégories 



A.l 2-limite 

On emprunte les définitions de [22] • On note £at la 2-catégorie dont les objets 
sont les catégories, les 1-flèches les foncteurs, les 2-flèches les transformations 
naturelles. 

Soit £ une 2-catégorie, I une catégorie usuelle. 

Pour tout objet T> de £, on note c-p le foncteur constant / — > £ envoyant 
tout objet de / sur V, et toute flèche de / sur l'identité. 

On note de plus (I, £) la 2-catégorie des pseudo-foncteurs de / dans £. 

Si T , T' : I — > £ sont deux pseudo-foncteurs, on note (I, <t){T,T') la caté- 
gorie des transformations naturelles de pseudo-foncteurs entre T et T' . 

Définition 28. Soit T : I — > £ un pseudo-foncteur. On appelle 2-limite induc- 
tive de T le 2- foncteur : 

£ >■ toi 

V *(I,€)(F,cd) 

Si ce foncteur est 2-représentable, on appelle aussi 2-limite inductive et on 
note lim^. !F{i) l'objet de £ le représentant. 

Plus précisément, un représentant est un couple (C, A), où C est un objet de 
£, et A : T — > cq est une transformation naturelle entre pseudo-foncteurs, qui est 
2-universelle au sens suivant : pour tout objet V de (£, et toute transformation 
naturelle fi : J 7 — > cx>, il existe un couple (/, 9) formé d'un 1-morphisme / : C — > 
D de £ et d'un 2-isomorphisme 9 de (I, £) : 




qui est unique à 2-isomorphisme unique près : si (f',9') est un autre tel 
couple, il existe un unique 2-isomorphisme p de £ : 

/' 



C 



p V 



tel que 9 o (c p o X) = 6'. 



A. 2 Cas des catégories 

On suppose désormais que la catégorie / est filtrante et que £ = £at. Dans 
ce cas, on dispose d'une description naturelle et probablement bien connue de la 
2-limite d'un pseudo-foncteur T : I — * £at. Pour / : i — ► j, on note /* : — * 
plutôt que C(f). Soit C la catégorie 
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1. dont les objets sont les couples (i, C), où i est un objet de /, et C est un 
objet de !F(i), 

2. dont les morphismes (i, C) — > (j, D) sont les classes d'équivalencJ'^l de 



triplets {f, g, a) : 

i \ / 



pour la relation 

g 

s'il existe 

k 

k' h' 

tel que h o f = h' o /', h o g = h' o g' et = /i' + a'. 

Proposition 15. La catégorie C, munie de la transformation naturelle cano- 
nique T —y ce, est une 2-limite pour T ' . 



Démonstration. C'est une vérification longue mais directe de la définition 
dans ce cas précis. 



□ 
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